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Capitolo Il —1 sistemi ipotetico-deduttivi classici.

I1.1. Origini dei sistemi ipotetico-deduttivi.

I1.1.1. | teoremi. Uno dei connotati della Geometria classica € il modo di essere presentata. Non s
sfrutta infatti né uno stile affabulativo né semplici esempi, ma I'impianto che caratterizza la
Geometria classica e quello del modello gnoseol ogico proposizionale di matrice aristotelica, in base
al quale la conoscenza e data da proposizioni vere.
Il prototipo della conoscenza & I@nunciato scientifico, mescolandosi cosi ad aspetti epistemologici;
oggetto della conoscenza non sono le cose, maleloro relazioni, quindi noni fenomeni, mai fatti.
Il fine della conoscenza consiste nella conformita ai fatti e la sua giustificazione é identificata con la
derivabilita da principi.
Bisogna vedere come s sia evoluto questo modo di presentare i risultati. 1l Riassunto di Proclo fornisce
gualche informazione. Dice infatti:
«Dopo di loro Pitagora trasformo questo studio in una forma di insegnamento liberale, investigando dall@to i
suoi principi, e indagando i teoremi astrattamente e intellettualmente: egli scopri il fatto degli irrazionali e la
costruzione delle figure cosmiche. »
Forse il primo teorema degno di tal nome e quello di Pitagora. E' assai interessante il passo
precedente, in base al quale Pitagora per primo s pose il problema dell@segnamento ed e forse a
tale esigenza che s deve il tentativo di rendere accessibile anche ad altri la comprensione delle
proprieta geometriche mediante la dimostrazione.
Questo parere viene confermato da un passo dell&utidemo di Platone:

«Nessun@rte cacciatrice va oltre il cacciare e il prendere, e dopo che i cacciatori e i pescatori hanno preso cio
che hanno cacciato (0 pescato), non possono servirsene, ma lo consegnano ai cuochi. Cosi i geometri, gli
astronomi e i calcolatori sono anch@ssi cacciatori: non creano essi le figure, ma trovano quelle esistenti. E
poiché non sanno servirsene, ma soltanto scovarle, le consegnano a dialettici perché si servano di cio che essi

han trovato: almeno quelli traloro che non son del tutto privi di senno.» (cfr. Frajese, 1963).
Se ne conclude che forseil teoremaé stato il primo strumento didattico.
Ma la dimostrazione di teoremi richiede un solido impianto sintattico. Essa deve essere ottenuta
come conseguenza di affermazioni precedentemente dimostrate e queste a loro volta devono
provenire da altre ancora, risalendo all’indietro. Dungque una dimostrazione potrebbe, di fatto, non

essere tale perché potrebbe richiedere infiniti passaggi che, risalendo all’indietro, potrebbero non
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essere basati su alcunché o, peggio, utilizzare considerazioni che poi verrebbero dimostrate, nel
corso della stessa dimostrazione.
Da queste considerazioni forse bisogna prendere con cautela le parole di Proclo a riguardo dei
teoremi, anche perchéin un altro passo del suo Elenco afferma:
« Eudosso di Cnido[...] per primo aumento il numero dei teoremi detti generali »,
come se ci fossero piu specie di teoremi, alcuni da studiare astrattamente e intellettualmente, come
dice Proclo nel brano relativo a Pitagora, altri teoremi generali e quindi altri ancora (quali)
particolari.
Anche dal brano:
«Leodamante di Taso, Archita di Taranto e Teeteto di Atene, dai quali furono accresciuti i teoremi e fatti
progredire verso un insieme piu scientifico»
appare chiaro che il processo di determinazione del teorema come strumento/oggetto matematico é

stato lungo e compl esso.

[1.1.2. La Scienza deduttiva. La nozione di teorema, anzi piu in generale di sistema ipotetico
deduttivo, ha avuto una precisazione nel testo degli Analitici Secondi di Aristotele 1 in cui viene
definita una Scienza deduttiva. Secondo Aristotele, una Scienza deduttiva € un insieme S di enun-
ciati tale che:

POSTULATO DI REALTA. Ogni enunciato di S deveriferirsi ad uno specifico dominio di enti redli.

I1) POSTULATO DI VERITA. Ogni enunciato deve essere vero.

I11) POSTULATO DI DEDUTTIVITA. Se certi enunciati appartengono ad S, ogni conseguenza logica di questi

enunciati deve appartenerea S.

IV) POSTULATO DI EVIDENZA (per termini). Ci sonoin S un numero (finito) di termini tali che

(a) il significato di questi termini € ovvio e non richiede ulteriori spiegazioni (termini primitivi);

(b) ogni dtro termine & definibile per mezzo di questi termini.

V) POSTULATO DI EVIDENZA (per enunciati). Ci sonoin S un numero (finito) di enunciati tali che

(a) laveritadi questi enunciati € ovvia e non richiede ulteriori dimostrazioni (assiomi);

(b) laveritadi ogni altro enunciato appartenente ad S deve essere stabilita mediante |@ferenza dagli

enunciati dati (teoremi).
Le scritte tra parentesi sono una mia interpolazione. ECfacile criticare oggi la presentazione di
Aristotele, per la confusione tra linguaggio e metalinguaggio, per la mancata differenza tra aspetti
semantici e sintattici, per le ipotes ontologiche sottintese e per il privilegio dato a linguaggio, visto
come strumento di conoscenza con funzione universale. Tuttavia le idee aristoteliche sono notevoli

ed hanno permeato la Scienzadaallora ai giorni nostri.

1 Tratto da Beth, E.: 1959, The foundations of mathematics. a study in the philosophy of science, North Holland, Amsterdam
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Non si analizza ulteriormente cosa venga inteso per Scienza deduttiva nel suo complesso, maci s
sofferma sui punti che interessano di piu.

| termini primitivi (come gli assiomi) sono posti per evitare un regresso all'infinito che toglierebbe
valore conoscitivo alla scienza; altrimenti per comprendere cio di cui si parla si deve interpretare
correttamente tutto cio che serve per giungere ala sua definizione, ma € impossibile in via di
principio perché si dovrebbe avere una conoscenza infinita.

Il mettere espliciti limiti al regresso fa pensare che, in lineadi principio, attraverso il linguaggio sa-
rebbe possibile un procedimento infinito in cui ogni ente trova una definizione a partire da concetti
pit semplici. Aristotele indica nell@videnza e nel buonsenso il limite di tale analisi al@dietro, ed &
guesto un carattere distintivo dei sistemi ipotetico-deduttivi classici che hanno spadroneggiato nella
Matematica e nella scienza per migliaiadi anni.

Dungue la giustificazione del sistema va cercata al di fuori dell’ambito del sistema stesso ed €
ottenuta mediante il buonsenso e I’ evidenza.

Cio vuol dire scegliere tra gli innumerevoli enti quelli che hanno due connotati fondamentali: sono
di significato ovvio e permettono di riottenere gli altri attraverso le definizioni. Il compito delle
definizioni, in tale visione, & quella di servire come strumento per articolare una conoscenza gia
posseduta, per porre ordine ad una realta che per atre strade € nota. Forse sotto questo aspetto

motivata |@nterpretazione di J. Barnes? :

«la teoria ... non viene mai intesa come uno strumento per guidare o formalizzare la ricerca scientifica:

riguardava solo I@segnamento di fatti gia acclarati.»

Non sono posti pero limiti (e non sono neppure pensati) ala possibilita di procedere (in avanti) con
definizioni e deduzioni, ammettendo un modo di procedere potenzialmente infinito.

S noti che da un punto di vista puramente platonista, il fatto che ci possano essere definizioni di
enti che ammettano un regresso all@ifinito, oppure che presentino fenomeni di circolarita, non
causa problemi di sortac gli enti hanno una loro esistenza, lo strumento linguistico usato per
descriverli € una rappresentazione degli enti e Platone, nella Repubblica, condanna I@rte e ogni
forma di rappresentazione perché non in grado di rappresentare fedelmente la realta delle idee.

Quindi i limiti cheil linguaggio rivela non hanno effetti sulla natura degli enti.

I1.2. L’ operadi Euclide.

I1.2.1. Fonti euclidee. La trattazione della Geometria prescelta da Euclide, forse perché nata con

1 Barnes, J., 1975, ‘ Aristotle® Theory of Demonstration’ in Barnes, J. & Schofield, M. & R. Sorabji, R. (Eds.), Articles on Aristotle,
1. Science, Duckworth, London, citato da Cellucci, C., 1991, ‘La Logica fra Filosofia, Matematica e Informatica’. Notizie di Logica,
anno X, n. 2/3, 13-23.
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intenti didattici, s conforma largamente ai requisiti aristotelici, anche se acuni studiosi hanno
ritenuto improprio vedere unafiliazione direttatra gli Analitici secondi e gli Elementi.
Probabilmente entrambe le proposte di Aristotele e di Euclide sono ispirate a gli Elementi di
Eudosso, anzi Proclo ci informa che Euclide ha raccolto e perfezionato i risultati di Teeteto e di
Eudosso. In particolare I’ opera di quest’ ultimo aveva cercato di risolvere i problemi posti dalla cris
degli incommensurabili e da Zenone, riuscendoci, evitando I’ infinito in atto.

Come detto prima, cid aveva avuto un costo concettuale notevole: la scomparsa quasi completa
della categoria filosofica della quantita dalla Matematica, da sempre vista come scienza delle
quantita e delle forme. Cosi uno dei due campi privilegiati di indagine matematica veniva eliminato
dal contesto della disciplina ed anche la cosiddetta aritmo-geometria di Pitagora, vale a dire lo
studio di proprieta aritmetiche suggerite da considerazioni geometriche, ha perso molto vigore.
L’ Aritmetica (ed anche I’ Algebra) ricompariranno in Diofanto (200 — 284 d.C.).

A partei cosiddetti libri aritmetici degli Elementi di Euclide, i Libri VII, VIII e IX, in cui comunque
sono presenti “materializzazioni” del procedimenti aritmetici mediante segmenti, nella parte
rimanente del testo euclideo prevalgono le grandezze e le forme, anzi ale grandezze é dedicato
I"intero Libro V, che comunemente é attribuito, nella sua sostanza, ad Eudosso.

Il debito maggiore di Euclide con Eudosso potrebbe essere quello dell’impianto teorico e i molti
punti di contatto con la Scienza deduttiva di Aristotele, potrebbero segnalare che anche Aristotele s
siaavvalso di materiali eudossiani.

D’altra parte potrebbe sembrare strano che Euclide, da sempre ritenuto platonico, sulla base di
un’affermazione di Proclo, possa avere attinto alla fonte del principale “nemico” del realismo
platonico. E di fatto s pud concordare con Proclo che la posizione euclidea sulla natura degli enti
geometrici possa essere ispirata alla filosofia di Platone e cio € confermato dal fatto che il Libro
X1l ed ultimo degli Elementi e dedicato alla costruzione dei solidi platonici o figure cosmiche,
discuss nel Timeo di Platone. Tuttavia la sostanziale differenza tra Platone e Euclide é che
I’'impianto degli Elementi (teoremi e definizioni a partire da assiomi, postulati e termini primitivi)
ed anche |e tecniche di dimostrazione sono lontani dalle argomentazioni platoniche.

S ha dunque una “ schizofrenia’ euclidea che e stata una malattia molto contagiosa nell’ ambito del

matematici: trattare enti ideali con il linguaggio “concreto” della dimostrazione.

11.2.2. La questione euclidea. Su questo problemale date di nascita e morte potrebbero dare qualche
chiarimento, ma quelle dell’uomo Euclide non sono note. Da altri riscontri si puo dire che gli
Elementi sono stati composti attorno a 300 a.C. Ed il fatto che si conosca cosi poco dell’ autore ha
fatto pensare che non sia neppure esistito. Infatti sono note con approssimazione accettabile date

relative ad avvenimenti e personaggi, grazie alla datazione delle Olimpiadi. Cosi la notizia che un
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personaggio € nato tra la nona e la decima Olimpiade, permette di individuare con un errore di
quattro anni la data di nascita richiesta.

La datazione mediante le Olimpiadi iniziada 776 a.C. e per molti personaggi ritenuti importanti
gianell’antichitd, sono note data di nascita e di morte. Per Euclide cio non e avvenuto. Lo s colloca
ad Alessandria, sulla scorta di un brano di Pappo; é citato per altre sue opere, oltre agli Elementi
(un’ ottica, un trattato di musica). Archimede mostra di conoscere gli Elementi. Aristotele, morto nel
322 a.C,, critica lateoria delle parallele, che trova una sistemazione rigorosa nel testo euclideo, alla
guale non s possono applicare le critiche aristoteliche.

Proclo riferisce che il re Tolomeo aveva chiesto ad Euclide se non vi fosse una scorciatoia per il
pensiero reale, per apprendere la geometria, a che Euclide rispose che non esistono vie regie.

Un secondo aneddoto, riferito da Giovanni Stobeo (V sec. d.C.), narra che un discepolo, dopo avere
appreso i primi teoremi, chiedesse quale vantaggi avrebbe avuto imparando la Geometria, a che
Euclide chiamod un servo dicendo di dare a discepolo alcune monete perché cosi ottenesse |
vantaggi sperati.

Questi due aneddoti possono sembrare una sorta di agiografia per illustrare il fatto che nel testo di
Euclide e privilegiato il rigore e I'aspetto teorico, ma utilizzarli per concludere che la persona
Euclide sia vissuto veramente, sembra una conclusione assai ardita. Nella letteratura araba sono poi
fioriti vari aneddoti, manon paiono credibili.

La presenza contemporanea di influssi, aristotelico e platonico, potrebbe spiegarsi con il fatto che
Euclide sia il nome di comodo per designare un gruppo di studiosi che hanno collaborato alla
stesura degli Elementi, mettendo ciascuno del suo. Ne sarebbe uscito il compromesso che
conosciamo.

Un'altraipotes e derivata dal fatto che non possediamo il testo originale di Euclide
(anzi si puo dire che la nostra conoscenza della storia e della cultura greca sia stata

affidata ai codici che hanno riprodotto le opere). Un codice di riferimento per il

testo euclideo € dovuto a Teone di Alessandria (335-405), vissuto nell’ ambito della

(2%??7%) corrente filosofica neoplatonica 1. | filosofi di questa corrente, in particolare

Plotino, teorizzavano (per la prima volta) un’integrazione le istanze filosofiche di

111 codice di Teone & stato quello pili usato in tutta I’ antichita. Agli inizi dell’ Ottocento Peyrard riconobbe nel cosiddetto manoscritto
Vaticano 190 una diversa versione degli Elementi, sicuramente piu antica dei codici pervenutici, comungue il codice & del X secolo,
lo stesso del piu antichi manostcitti pervenutici con le versioni riferibili a Teone. Dall’ analisi filologica € apparso che il copista del
Manoscritto 190 ha fatto un’edizione critica, avendo a disposizione sia la versione di Teone che un’altra cui dava quasi
sistematicamente la preferenza. L’ edizione critica di Peyrard € apparsa nel 1814-1818 in tre volumi, in latino e francese. Oggi si
ritiene ‘definitiva la versione, in greco e latino, di Johann Ludwig Heiberg (1854-1928) (pubblicato nel 1883-1886) per la quale
sono stati confrontati le edizioni di Teone, il Manoscritto Vaticano, manoscritti conservati in varie parti d’Europa, a riprova della
diffusione geografica del testo euclideo, risalenti trail X eil X1l secolo, ed alcuni papiri ritrovati successivamente.

Per questi appunti si sono utilizzati ampiamente i testi:

Euclidis, 1883, Elementa, Heiberg, I.L. (Ed.), Teubner, Leipzig,

Euclide, 1970, Gli Elementi, Frajese, A. & Maccioni, L. (Eds.), Utet, Torino
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Platone e Aristotele, di fatto realizzate negli Elementi, con quasi cinque secoli di anticipo. Non
potrebbe escluders il fatto che il codice di Teone contenesse una “rivisitazione” neoplatonica del

testo originale.

11.3. Gli Elementi di Euclide.

I1.3.1. Originalita degli Elementi. E' e sara un problema dibattuto. 1l testo euclideo giunge dopo
almeno trecento anni di studi, in cui il meglio dell’intelligenza greca ha prodotto una rilettura
dell’ esperienza geometrica. Esso ha segnato una svolta per cui si parladi periodo pre-euclideo, per
indicare il tempo descritto da Proclo, in cui lageometriasi & affermata come scienza.

Come avviene spesso quando compare un testo riassuntivo di risultati precedenti, |’ attenzione per
guanto trovato o proposto prima viene meno, sicché sono andati persi, persi nel senso che non ne
abbiamo documenti, i trattati citati da Proclo e le opere dei matematici che hanno preceduto
Euclide, tranne brevi citazioni in atri scritti.

Il testo degli Elementi non fornisce informazioni su chi abbia proposto per primo un risultato e
come questo sia stato trovato, mancando di qualsiasi aspetti storici. Pertanto i nomi aggiunti ai
teoremi, Pitagora, Talete, Euclide ed atri, non s trovano nel testo originale, ma sono stati “ desunti”
per atrevie.

Se e avvenuto quello che accade oggi in ambito scientifico, nellafase di ricerca e definizione di un
campo concettuale, i vari risultati scientifici su uno stesso argomento vengono proposti in ordine
casuale e solo anni dopo si riesce a presentare tale argomento in un libro con scopi di ricerca, dando
ordine e coerenza. Alcuni anni dopo lo stesso argomento viene presentato in un testo per finalita
didattiche.

Deve essere capitato o stesso ai tempi di Euclide: i risultati provati sono stati organizzati da lui ed
uniformati, scegliendo un linguaggio in cui potessero essere riassunti. Ma questa uniformita cercata
pud avere impedito che trovassero posto altre ricerche, come ad esempio quelle di Menecmo e di
Aristeo il vecchio sulle coniche.

L’ originalita degli Elementi non € nel risultati in s&, ma nella scelta dei risultati, nella scelta di un
linguaggio applicato uniformemente e nell’ esposizione dell’ argomento.

Sicuramente grande deve essere stato |0 sforzo della stesura e per questo pud essere pensabile che
siaoperadi un gruppo di studiosi, piu che I’ operadi un singolo.

S puo discutere anche se le finalita sono didattiche. A favore di questa ipotesi ¢’e la scelta di uno

stile espositivo mantenuto poi nella stesura, in modo coerente. Non s tratterebbe quindi di una
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raccolta di contributi, come pud essere per gli atti di un convegno o per un survey su un argomento.
Queste considerazioni possono essere inficiate dal fatto che si stanno applicando categorie della

scienza dei nostri giorni ad un prodotto venerando con pit di duemilaanni di eta.

[1.3.2. Successo degli Elementi e della Scienza deduttiva. L@fluenza successiva della Scienza
deduttiva di Aristotele e poi degli Elementi di Euclide non sara mai sufficientemente esagerata. Ess
hanno pervaso la societa culturale, prima greco-alessandrina e romana, poi quella araba, per
ritornare ad assumere un ruolo di privilegio nella cultura europea durante e dopo il
medioevo. Ne abbiamo prova nel trattato Elementi armonici sulla teoria musicale,
scritto con stile ‘euclideo’ con termini primitivi, assiomi, definizioni e teoremi da
Aristosseno di Taranto, scolaro di Aristotele e in predicato per divenire il suo
successore alla scuola peripatetica.

Per quanto riguarda gli Elementi, la sua importanza risiede, non
solo nel suo come libro di studio, ma anche per il fatto che lo
stile degli Elementi € assurto ad esempio in atre discipline. In un
testo del 1260-65, La Rettorica di Latini, si hail seguente passo:

- ¥

Aristosseno _ ‘
(IV sec. aC.) o . . . .. Brunetto Latini
convenevole di dimostrare qui che é cittade e che € compagno e che € amico e (1220 — 1294)

«Ma ssi come dice e significano queste parole, per piu chiarire |©pera € bene

che e sapienza e che & eloguenzia, percio che llo sponitore non vuole lasciare un solo motto
donde non dica tutto |@tendimento.».

Non sarebbe facile comprendere questo brano se non trasparisse in filigrana
la struttura euclidea degli Elementi, in cui i termini o sono primitivi o
vengono descritti a partire da essi. La cultura matematica era quindi nota a
Brunetto Latini. Anche |@so della parola dimostrare,

richiama ad un ambito matematico. In questo caso gli
! Elementi sono il modello che ha ispirato il testo che

Marco Tullio Cicerone ) o . )

(106-43a.C.) analizza un©pera di Cicerone. Piu avanti, nel XVII secolo

Spinoza scrive Ethica more geometrico demonstrata, in cui s avvale dello

schema euclideo per condurre la sua argomentazione fil osofica. Baruch Spinoza
(1632 - 1677)

La ‘forza’ concettuale di Euclide € evidente anche dal fatto che per trattare un

argomento totalmente nuovo, il calcolo infinitesimale, Newton dimostra i risultati ottenuti mediante

infinitesimi ed infiniti, riconducendoli a dimostrazioni di schietto stampo euclideo.

E questa scelta sara perseguita in tutta la cultura inglese fino agli inizi del XIX

secolo.

Isaac Newton
(1642-1727)
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I1.4. Analogie e differenze tra Elementi e Scienza deduttiva.

Come detto in precedenza s tratta di due testi che molto presumibilmente sono ispirati ad esigenze
didattiche, quindi in entrambi c’é un’ attenzione particolare alla chiarezza ed alla struttura dell’ opera
per cui i risultati successivi possono essere illustrati grazie a quelli precedenti. Questa esigenza e
un’'imitazione del tempo di lettura: si vuole infatti che il lettore proceda passo a passo nella
conoscenza, per questo non e corretto anteporre un risultato ad atri che servono per dimostrarlo.
Euclide s avvale di disegni (forse non di suo pugno) per illustrare, spesso per spiegare, con laforza
sintetica dell’immagine, pit vel ocemente che con una descrizione a parole.

Questa € gia una differenza importante: per Aristotele il modello gnoseologico e esclusivamente
proposizionale, per Euclide ci si avvale sia del modello proposizionale, evidente soprattutto nella
descrizione delle ‘definizioni’ del termini primitivi e nella elencazione di postulati e assiomi, sia del
modello gnoseol ogico iconico.

Secondo il modello iconico, proposto dal Platone, la conoscenza € un@nmmagine (di natura mentale)
adeguata all©ggetto della conoscenza e sono strumenti della conoscenza la percezione e la
memoria. Per contro nel modello proposizionale una conoscenza € una proposizione vera e tale
conoscenza viene articolata grazie al processo dedulttivo.

Questa sovrapposizione di modelli gnoseologici, fa comprendere come si siano integrati negli
Elementi aspetti di ascendenza aristotelica con atri attribuibili alla scuola platonica, ariprova della
sintesi trale due scuole filosofiche applicata da Euclide.

Per mostrare i punti di contatto tra la Scienza deduttiva e gli Elementi, si scorrono le caratteristiche

fondamentali della prima confrontandole con I'impianto del testo di Geometria.

I1.4.1. Geometria come insieme di enunciati. In comune tra Aristotele e Euclide ¢’ e che la Scienza e
un inseme di enunciati, nella versione italiana di Euclide s usa ‘proposizioni’, mentre tale
appellativo manca nel testo di Heiberg e le proposizioni sono denotate solo con “numeri” greci.
Negli Elementi compaiono

48 proposizioni nel Libro |

14 proposizioni nel Libro 1

37 proposizioni nel Libro I11

16 proposizioni nel Libro IV

25 proposizioni nel Libro V

33 proposizioni nel Libro VI

39 proposizioni nel Libro VII
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27 proposizioni nel Libro VIII

36 proposizioni nel Libro IX

115 proposizioni nel Libro X

39 proposizioni nel Libro XI

18 proposizioni nel Libro X1I

18 proposizioni nel Libro X111
per un totale di 465 proposizioni. Di fatto il numero precedente vaincrementato perché talora sono
dimostrati lemmi e corollari, oltre ale proposizioni “ufficiali”. Come s vede s e in presenza di un
trattato molto ampio che cerca di ricondurre all’ambito geometrico, sia proprieta geometriche, sia
risultati aritmetici ed algebrici. Ci sarebbero inoltre altri due libri, il XIV eil XV chein certi codici
sono attribuiti ad Euclide, ma che la critica, ha ritenuto spuri.

[1.4.2. Postulati di realta e verita. 1l Postulato di redta e quello di veritd vanno a braccetto in
Euclide; deve ritenersi presente come fonte di ispirazione anche degli Elementi, dato che e
possibile visualizzare le proprieta indicate mediante disegno o semplicemente
facendo ricorso all’ovvieta ed a buonsenso. Questa scelta, di per sé forse
scontata, ha la grande limitazione di non permettere di pensare ad una
molteplicita di interpretazioni e quindi, almeno per la Geometria, di fatto ad un
unico dominio di enti reali. Questa situazione spingera Kant a ritenere la

Immanuel Kant
(1724-1804)

Geometria di Euclide necessaria e unicamodalita di interpretare lo spazio.
Nessun dubbio sul fatto che anche gli Elementi s conformano al Postulato di
verita. Anche questa scelta sara di ostacolo epistemologico ala costruzione delle geometrie non-
euclidee che s svilupperanno, dapprima come strutture sintattiche, e solo in seguito verranno
arricchite dalla costruzione (inattesa) di modelli. Di fatto, nella Matematica lasciataci in eredita dal
XX secolo, si superera il concetto di verita (assoluta) con quello di verita relativa ad una
interpretazione e, come corollario, con la nozione di validita. Ma non e raro ancora oggi
“assolutizzare” situazioni particolari. Ad esempio, ben raramente nei testi di Algebra o di Analis
viene indicato esplicitamente che le considerazioni che s stanno intraprendendo sono relative, ad
esempio, ai numeri reali e non ad altri campi o strutture, quasi che le alternative ai numeri reali non
esistessero. E cosi |'accoppiata Geometria euclidea — numeri reali diviene, grazie anche alla
Geometria andlitica il termine di paragone di quasi tutta la matematica (scolastica), rendendo cosi
inutilizzata lanozione di validita.

I1.4.3. Postulato di deduttivita. Il Postulato di deduttivita e rispettato negli Elementi proprio per la
concatenazione dei risultati osservata in precedenza.
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I1.4.4. Postulato di evidenza per termini. Piu complessa € la situazione relativa al Postulato di
evidenza, anche perché g tratta di richieste intimamente articolate. In Euclide sono presenti termini
primitivi, in genere le prime definizioni dei vari libri. Di acuni di il nostro autore si preoccupa
di dare ‘definizioni’ che di fatto sono solo illustrazioni, altri li ritiene scontati, forse perché consueti
nella pratica del suo tempo. Un esempio del primo tipo e la Def. I.1 che afferma:
«Punto € cio che non ha parti»,
traduzione del latino
«Punctum est, cuius pars nulla est»
che dovrebbe essere traduzione dal greco di
« , J »
(diacritici a parte). E' sicuramente questa la piu celebre e discussa definizione degli Elementi. Essa
viene interpretata variamente. Intanto la traduzione latina, da cui quella italiana, parla di punto,
guella greca no, in quanto la parola greca per punto € atra. Il termine usato da Euclide é forse
traducibile piu correttamente con ‘segno’. In questo accezione il punto avrebbe coinciderebbe con le
sue rappresentazioni grafiche.
Per alcuni commentatori, |a caratteristica di non avere parti potrebbe essere desunta da Aristotele (o
da Eudosso), in quanto pensare le figure geometriche composte di punti visti come indivisibili,
atomi (Democrito) o monadi (Pitagora), introdurrebbero nel finito dell’ esperienza (meglio il
limitato o il compatto), I'infinito in atto dell’'insieme dei punti che li
costituiscono. Un esempio € dato dalla biezione tra due segmenti
> qualungue, che pud essere realizzata considerando in un triangolo i
segmenti che uniscono un vertice col lato opposto tra i quali sia
frapposto un segmento parallelo al lato. Se il lato fosse un insieme
finito di punti, lo stesso numero di punti sarebbe proprio del segmento parallelo e dunque
I’ estensione dei due segmenti dovrebbe essere la stessa (ammesso che I’ estensione del segmento sia
rappresentata 0 connessa col numero di punti presenti in esso, concezione che ha portato alacris
degli incommensurabili). Cid pud essere evitato considerando che i punti presenti nel lato sono
infiniti, ma cio introdurrebbe I'infinito in atto.
Aristotele contrappone a questo approccio I'idea che i punti del segmento dovrebbero essere
contigui, vale a dire avere parti in comune (a contatto), ma questo comporterebbe che, non avendo
parti, i punti coinciderebbero. Cosi I'idea di punto come entita geometrica con una sua individualita

che s conserva quando appartiene ad altri enti, porterebbe al “collasso” della Geometria.
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Altri commentatori vedono la definizione come un’ affermazione che il punto sia un qualcosa di
idealizzato, essendo privo di estensione o di dimensioni, quindi una presa di posizione euclidea per
I"adozione di una sorta di Geometriadi precisione, distinta da quella pratica per us applicativi.
L’interpretazione del punto é ottenuta dal confronto con affermazioni di Platone, nel Sofista e nella
Repubblica, in cui il filosofo definisce I'unita come cid che non ha parti. D’altra parte questa
anche I’ opinione di Proclo che afferma che il punto & un’ unita avente posizione.
Se s accetta questa assimilazione del punto all’unita, appare rilevante la filiazione da idee
pitagoriche, tuttavia a questa accezione s contrappone la posizione di Pitagora di punto (e unitd)
come monade estesa, avente “dimensioni” unitarie. Si potrebbe pensare che Euclide abbia accolto,
modificandola, |a posizione pitagorica, come un ricordo o una traccia della antica Geometria, per
mostrare la continuita storica del suo approccio con quello pit antico.
Tale definizione hainoltre intrigato i commentatori che s sono accorti che essa non viene mai usata
nel testo, che s potrebbe eliminare senza precludere alcun risultato dimostrato. Di fatto nel testo
viene utilizzata la seconda definizione di punto, la Def. 1.3:
«Estremi di unalinea sono punti»
«Lineae autem estrema puncta»
«Gramm »,
Questo avviene per altre definizioni, come la Def. 1.2 (linea, granm) e la Def. 1.5 (superficie,
).
Le definizioni, da Euclide sono chiamate (in realta sulla prima omicron c¢’é un diacritico che
non sono riuscito ariprodurre). Ingreco r  significatermine, lineadi confine o segno di confine).
La parolaitalianatermine, usato in algebraein logica, risente di questa origine.
Le definizioni sono sparse in tutti i libri, come una sorta di ‘aggiustamento’ locale secondo le
esigenze del libro. Tranne che nel Libro X, generalmente poste al’inizio del Libro, ci sono:
23 definizioni nel Libro |
2 definizioni nel Libro Il
11 definizioni nel Libro I11
7 definizioni nel Libro IV
18 definizioni nel Libro V
3 definizioni nel Libro VI 1
22 definizioni nel Libro VII
0 definizioni nel Libro VIII

1 Tali definizioni sono numerate come |, 111 e IV. Vi sarebbero altre due definizioni, lall elaV, ma alcuni commentatori ritengono
siano spurie. Invero Erone utilizzalall eforse é stataripresada lui, ma e assai oscura e Euclide non la usamai nel suo testo.
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0 definizioni nel Libro I1X

4 + 6 + 6 definizioni nel Libro X

28 definizioni nel Libro XI

O definizioni nel Libro XI1

O definizioni nel Libro XI1I
per un totale di 130 definizioni ‘ufficiali’ in tutto il testo. Nello svolgimento del
testo le definizioni sono (abbastanza) riconducibili ai termini primitivi.
Questa posizione di fatto rende ‘inutili’ le definizioni perché mostra come quelle
ricavate dai termini primitivi s possano eliminare. In questo modo le definizioni

L= divengono comode abbreviazioni e il ruolo del buonsenso e dell’ ovvieta aumenta,

(10-79) al punto da fare dire che la Geometria & ovvia. Si distinguono quindi i due tipi di
definizioni, quelle quid rei, vale a dire che illustrano la natura degli enti, e quelle quid nominis, che
servono solo per nominare in termini di maggiore economicita la proprietadi un ente. LaDef. 1.1 &
del primo tipo, la maggior parte delle atre definizioni sono del secondo tipo. Un esempio per
comprendere meglio: la Def. .10 afferma

«Quando unarettainnal zata su una[altra] rettaformagli angoli adiacenti uguali fraloro, ciascuno dei due angoli
uguali eretto, elarettainnalzatasi chiama perpendicolare a quella su cui € innalzata»
L’interpolazione segnalata dalle parentesi quadre e del traduttore. 1l termine usato da Euclide e qui
tradotto con il verbo ‘formare’ € piu vicino al verbo ‘fare’ o ‘produrre’. La parola ‘ perpendicolare’
traduce il greco , che dgnifica letteralmente ‘lasciata’ o ‘fatta cadere’, inglobando
I’ esperienza del filo a piombo.
Di fatto, in questa definizione sono due i concetti in gioco: come riconoscere gli angoli retti e le
rette perpendicolari, concetti strettamente correlati che per questo vengono dati assieme, ma per
guanto riguarda tali termini, d’ora in poi con angoli retti e rette perpendicolari s intendera

riprodurre questa situazione senza piu ripresentarla ogni volta.

[1.4.5. Postulato di evidenza per enunciati. Euclide individua due diversi tipi di assiomi, quelli che
chiama come Postulati ( ), che sono proprieta geometriche e quindi, in linguaggio odierno
potrebbero definirsi col nome di assiomi propri della teoria, e quelli che chiama Nozioni comuni
( ) (diacritici a parte). Le nozioni primitive sono affermazioni che si riferiscono in
modo non esclusivo alla Geometria, ma riguardano le scienze in genere. Si direbbe, in modo anche
scorretto, che le nozioni comuni sono |I’equivalente degli assiomi logici di una qualungue teoria
formulata nel linguaggio prescelto.

L’ atteggiamento moderno € molto diverso avendo preferito dare la Geometria mediante impianto

formale.
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Si potrebbe dire che le nozioni comuni si riferiscono a quella parte di evidenza e buon senso che
abbiamo visto essere la base della Scienza deduttiva.

Per Euclide il suo trattato illustra un ‘contenuto’, la Geometria, che s occupa di enti non concreti
che esistono a di fuori di noi.

Grande merito di Euclide & quello di avere posto a fondamento del suo edificio 5 postulati e 5
nozioni comuni. Come si vede una richiesta assai contenuta di principi primi, anche se poi nel testo
compaiono implicitamente altre richieste e altre ancora vengono usate senza che neppure se ne
faccia cenno, come il postulato dell’ ordinamento sulla retta.

Datalabrevita delle richieste si enunciano in modo completo tali principi 1.

« Postulato 1. Risulti postulato: che si possa condurre una linea retta da un qualsiasi punto ad ogni altro punto.
Postulato 2. E che unarettaterminata (= finita) si possa prolungare continuamente in linea retta.
Postulato 3. E che si possa descrivere un cerchio con qualsiasi centro ed ogni distanza (= raggio).
Postulato 4. E chetutti gli angoli retti siano uguali traloro.
Postulato 5. E che, se unaretta venendo a cadere su due rette forma angoli interni e dalla stessa parte minori di
due retti (= tali che laloro somma sia minore di due retti), le due rette prolungate illimitatamente verranno

ad incontrarsi da quella parte in cui sono gli angoli minori di due retti ( = la cui somma & minore di due
retti).»
Un chiarimento: in tutto gli Elementi ‘retta’ o ‘linea rettal, J , indica quello che oggi
viene identificato con segmento.
A proposito del Postulato 2 € assai discussa come la parola greca , in quanto
indicail confine ma anche il finito. Dungue sono accettabili sialatraduzione limitata, il latino porta
terminata, siafinita.
L’identificazione della retta euclidea col segmento fa perd perdere di vista il fatto che nella nozione
di Euclide, la retta & potenzialmente tale: se ne tratta di una parte ‘terminata’, ma la s puo
prolungare.
Interessante il fatto che i Postulati 1, 2 e 3 stabiliscano gli strumenti concettuale coi quali trattare gli
enti geometrici. Tali strumenti sono stati identificati con lariga ed il compasso, ma attenzione, s
tratta di strumenti ideali, che hanno poco a che fare con le loro materializzazioni fisiche. In
particolare il compasso s ‘chiude’ ogni volta che si stacca dal foglio e per questo non pud essere
utilizzato per realizzare un trasporto di lunghezze.
Per quanto riguarda il Postulato 3, I’ originale greco parla di distanza ( ), mentre il latino
recita

Et ut quouis centro radiogue circulus describatur

1 | a numerazione delle varie definizioni, postulati, proposizioni, ecc. nel testo greco & indicato mediante la numerazione alfabetica
greca (che cosi si puo ‘controllare’ fino a numero 115 dell’ ultima proposizione del libro X. Nel testo latino vengono indicati i
numeri scritti ‘alla romana’. Per questo riferendoci a testo italiano si manterra il numero romano per il Libro e quello arabo per
Definizioni, Postulati, Proposizioni.
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introducendo il raggio.
Il Postulato 5 é quello che hala minore evidenza, sostanzialmente per il motivo che non e possibile
determinare il punto in cui le due rette si incontreranno, quindi non € noto di quanto ‘prolungare’ le
rette. E' stata questa minore evidenza che ha posto il problema, prima, di trovare altre formulazioni
che risultassero equivalenti, poi ci s € posti il problema di vedere se s trattava di  un enunciato
indipendente dai restanti. La presenza di una quantificazione esistenziale non costruttiva é sfociata
nelle Geometrie non euclidee, ma questo solo nel X1X secolo.
E’ interessante osservare inoltre che Euclide utilizza una parola traducibile come ‘addizione’, ma
evita in tutto il testo una parola equivalente a ‘somma’, anche nel cosiddetto Teorema di Pitagora,
sicché il testo originale pud sembrare dire che ciascun angolo debba essere minore di due retti,
comportando cosi che le rette avrebbero due punti distinti di intersezione, da parti opposte rispetto
alatrasversale.
Restano da illustrare le cosiddette Nozioni comuni, che Proclo chiamera ! , assiomi, come
verranno chiamati poi. Nel testo latino di Heiberg sono riportati cinque assiomi, numerati come 1,
2, 3, 7 e 8. Nd testo greco se ne indicano 9. Ma la critica, gia in tempi antichi, ha indicato che
alcune di queste ulteriori nozioni non sono indispensabili. A parte la numerazione che differisce tra
testo di Frajese ! e di Heiberg 2, nel testo italiano compaiono:

«Nozione comune 1. Cose che sono uguali ad unaterza sono uguali anche traloro.

Nozione comune 2. E se le cose uguali sono addizionate a cose uguali, |e totalita sono uguali.
Nozione comune 3. E se da cose uguali sono sottratte cose uguali, i resti sono uguali.

Nozione comune 7. E cose che coincidono fraloro sono fraloro uguali.
Nozione comune 8. Ed il tutto € maggiore della parte.»

A queste vengono aggiunte atre quattro, quelle ritenute o spurie o superflue:
«4. E se cose uguali sono addizionate a cose disuguali le totalita sono disuguali.

5. E doppi di una stessa cosa sono ugudli fraloro.

6. E meta di una stessa cosa sono uguali traloro.

9. E se cose eguali sono sottratte da cose disuguali, i resti sono disuguali.»
A pate la 8, le Nozioni comuni sono relative a

comportamento dell’ eguaglianza rispetto ad “operazioni” e a

relazioni.

£,

Gl

La prima Nozione comune € assai interessante, dato che h\
assomiglia ad una sorta di proprieta transitiva, ma a ben B
AugustusDeMorgan  guardare non s tratta di quella consueta come formulata Luigi Vailati
(1806-1871) (1863-1909)

1 i g riferisce alatraduzioneitaliana di Euclide, 1970, Gli Elementi, acuradi Frajese, A & Maccioni, L. Utet, Torino
2 Ci g riferisce allaversione bilingue (greca e latina) di Euclide, 1884, Elementa, a curadi Heiberg, I.L., Teubner, Lipsia.
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solitamente (da De Morgan in poi; allo stesso autore s deve la nozione di relazione smmetrica). Le
Nozz. comm. 2 e 3 di fatto anticipano proprieta che verranno trattate nel Libro V: infatti per averela
possibilita di sommare o sottrarre ci vuole una teoria di riferimento, ad esempio una richiesta di
omogeneitatrale «cose» che si addizionano o si sottraggono.
La Noz. com. 7, pud leggersi come proprieta riflessiva (da termine forgiato da Vailati), e asseme
allaNoz. com. 1 permette di riottenere le proprieta ssimmetrica e transitiva dell’ equaglianza.
Infatti se si indicano con a, b e ¢, ‘cose’, laNoz. com. 7 permette di affermare che essendo b b,
allora € anche b = b, quindi perlal, dab =b e a = b discende b = a, provando |la proprieta
simmetrica. A questo punto sea=b eb = c, per lasimmetria provata, s pud affermare anche che a
=bec=b,dacuia=c.
Viceversa € owvio che una relazione riflessiva, Ssmmetrica e transitiva gode anche della proprieta
formulata come la prima Nozione comune.
S ha quindi una sorta di scelta metateorica di minimalita degli assiomi, potendo dire con due soli
guello che solitamente richiede tre condizioni.
Interessante la presenza di due diverse relazioni, la coincidenza e I’eguaglianza. Il testo latino
dell’assioma dice

«VII. Et quae inter se congruunt, aequalia sunt.»
Apparentemente il verbo latino tradotto con “coincidere” dovrebbe essere “congruere”, ma negli
spogli latini tale verbo e di uso rarissimo, essendo censita una sola presenza. Si tratta quindi di una
parola usata solo in contesto geometrico. In Italiano le voci derivate sono pit humerose, ¢i sono gli
aggettivi “congruo” e “congruente”, il sostantivo “congruenza’, di uso non solo geometrico, non c'é
verbo anche se il secondo termine citato ha |’ aspetto di un participio presente.
In Algebra e in Logica una congruenza e una relazione di equivalenza compatibile con le operazioni
e che conserva eriflette i predicati, cioé che s comporta esattamente come |’ eguaglianza di Euclide,
in virtu delle Nozioni comuni.
Il testo greco adopera " che puo essere usato al’attivo 0 a passivo: a passivo significa
“essere applicato a’, mentre al’attivo € verbo intransitivo che puo tradursi “convenire” oppure
“adattars esattamente” o ancora “coincidere con”. Come vedremo anche la dizione “essere
applicato & ha un significato geometrico e si incontra spesso, ad esempio nella Proposizione 1.2.
che puo essere vista come la proprieta del trasporto di segmenti. Si tratta comunque di verbi che
(almeno parzialmente) incorporano I’idea di movimento o di trasformazione.
Di fatto Euclide s serve del movimento rigido in modo intuitivo, principal mente nella Proposizione
I.4., ma anche altre due volte. Cio giustifica la presenza della Nozione comune come affermazione

che se due figure coincidono allora hanno la stessa estensione, sono equivalenti.
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Per quanto riguarda la seconda Nozione comune, asseme ala 3, acuni commentatori hanno
riconosciuto che Euclide s riferisce alla uguaglianza vista come uguaglianza di grandezze, dato che
le operazioni di addizione e sottrazione sono possibili tra grandezze, cosi non s tratta
dell’eguaglianza in senso stretto, come quella garantita dal primo Criterio di congruenza dei
triangoli, qui la Proposizione 1.4., che viene indicata nel testi attuali col nome di congruenza, ma
piuttosto dell’ uguaglianza di estensione, detta anche equivalenza, come viene precisata dalla.

«Proposizione 1.35. Parallelogrammi che siano [posti] sulla stessa base e fra le stesse parallele sono uguali tra

loro.»

La Nozione comune 8, pur
nella sua ‘evidenza' sta ad
indicare una caratteristica

specifica degli insiemi

Richard Dedekind Galileo Galilei Socrate finiti;  per gli  insiemi
(1831-1916) (1564-1642) (470-399 a.C.) (1214-1292) infiniti non vale pit, anzi &

usata da Dedekind come prima definizione di insieme infinito. A porre attenzione al problema sono
stati prima Ruggero Bacone e poi Galilei con il cosiddetto paradosso dei quadrati perfetti. Un
accenno a questo problema e presente anche nel Carmide di Platone:

«SOCRATE — Madiciamo, come sembra, che esiste una certa scienza, la quale non ha nessun oggetto suo proprio,
mache e scienza di se stessa e delle altre scienze?

CRrizIA —E’ questo che diciamo.

S. —Non e certo bizzarra, se esiste? Manoi non sosteniamo che non esista: vediamo invece se esista.

C. —Dici bene.

S. — Or dunque, si tratta di una scienza che ha un oggetto e che ha una capacita di avere un oggetto, non & cosi?
C. — Certamente.

S. — Cosi diciamo che la cosa maggiore ha una capacita di esser maggiore di un’atra cosa?

C. —Certo chel’ha

S. — Maggiore di qualcosa che € minore.

C. — Necessariamente.

S. — Dunque se trovassimo una cosa che fosse maggiore delle atre cose maggiori e di se stessa, ma non fosse
maggiore di nessuna delle cose minori, avverrebbe necessariamente che questa cosa, pur essendo maggiore di se
stessa, sarebbe di se stessa anche minore, non é vero?

C. — Sarebbe strettamente necessario, o Socrate, disse.

S. — E cosi, se una cosa € doppia degli altri doppi e di se stessa, essa € doppia della meta che la costituisce e delle
altre meta: infatti un doppio non puo essere doppio che di una meta.

C.-FE' vero.

S. — Dunque sarebbe insieme maggiore e minore di se stessa.»
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L’ argomentazione di Socrate continua e conclude che tale situazione & impossibile per le grandezze
( J) eperlequantita( # J ), quindi deve essere altro. Ma si tratta della saggezza, vista come
scienza che avrebbe per oggetto se stessa e le altre scienze, pur senza aver come oggetto I’ oggetto di
queste altre scienze. Di fatto oggi si parlerebbe piu appropriatamente di epistemologia e non di
saggezza. || rapporto scienza-oggetto viene presentato da Platone come maggiore-minore ed anche
come doppio-metd, e questo gli permette di fare dimostrazioni per assurdo, usando la Matematica.
Vediamo con simboli ‘ matematici’ come si possa seguire I’ argomentazione di Socrate.
Facendo corrispondere alla saggezza una grandezza o una quantita S ed a suo oggetto un’altra
grandezza o quantita s, il rapporto saggezza e oggetto della saggezza si esprime con

S>s.
Mala saggezza € una scienza che hatrai suoi oggetti la saggezza stessa, quindi

S>S
Ma questa relazione puo essere letta anche

S<S
cosi avendo supposto la saggezza minore di se stessa, risulta a contempo anche maggiore di se
stessa e cio é assurdo.
Per altravia se la saggezza € scienza che ha per oggetto |le altre scienze, con anal oghe assegnazioni,
s ha

S> X
Ma una scienza ha un suo proprio oggetto, quindi

X>X.
Avvalendosi dellatransitiva dell’ ordine (in quanto Si sono associati a scienze o oggetti delle scienze
grandezze o quantitd), s avrebbe

S>x
Questa relazione verrebbe tradotta come il fatto che I’ oggetto della scienza X € anche oggetto della
saggezza, e ci0 viene escluso dalla definizione stessa di saggezza. Pertanto, ricordando
I’ associazione con grandezze o quantita, s dovrebbe avere, per linearita dell’ ordine

X>S
e quindi s avrebbe insieme
S>xex>§
da cui ancora
S>S
Ed ancorasi ha
S=2S
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da cui

% S=S
cosi la saggezza € contemporaneamente il doppio e lametadi se stessa.
Queste considerazioni hanno una base matematica abbastanza complessa (per il tempo) trattando
con una relazione binaria di ordine di cui S presuppongono proprieta transitiva e linearita. Appare
discutibile I’idea di associare ala ‘cosa una grandezza o una quantita e poi di ragionarne in termini
matematici. Perd si pud vedere questa argomentazione per assurdo come un segnale della presenza
dell’infinito (attuale) anche nella matematica greca.
Piu avanti negli anni, la Nozione comune 8 ispira Zermelo nella formulazione del principio di
isolamento in teoria degli insiemi.
Un accenno alla Nozione comune 9. A differenza delle dtre tre ritenute
interpolazioni spurie, essa e presente (anche se con un ordine diverso) in manoscritti
“buoni”. Proclo perd aveva osservato che essa non e relativa ale scienze in
generale, ma € specifica della Geometria, una sorta di sesto postulato di Euclide. Di

fatto la richiesta e superflua, in quanto si puo ottenere dalla Nozione comune 1, ma

Ernst Zermelo

sembra derivi da un passo probabilmente non di Euclide, ma di un commentatore, (1871.1953)

nella dimostrazione della proposizione |.4. Infatti dopo che Euclide scrive
«[...] cosicché labase BC verra a coincidere con la base EF»
il commentatore aggiunge
«Se difatti, mentre B coincide con E e C con F, la base BC non coincidesse con la base EF, due rette verrebbero
acomprendere uno spazio: il che & impossibile.»
Questo passaggio sarebbe una dimostrazione per assurdo, che non é sconosciuta a Euclide, ma che
di fatto lui cerca di evitare appena puo. Questa interpolazione sarebbe poi confluita nella Nozione
comune 9.
C’ e poi una questione sulla paternita delle Nozioni comuni, dato che alcuni ritengono siano risultato
di interpolazioni di copisti. C'é stato chi ha messo in dubbio che anche non sia stato Euclide a
proporre le Nozioni comuni, ma che si siano a poco a poco rivelate importanti per colmare i “buchi”
che erano presenti nel testo.
Erone, ad esempio, riteneva autentiche solo le prime tre, mentre per Proclo esse sono cinque, quelle
qui indicate, criticando la pretesa di Erone.
Proprio questa lunga discussione sviluppatas gia nell’ antichita e ripresa anche in tempi pit recenti,
fa supporre che in testi precedenti a quello di Euclide fossero presenti richieste dello stesso tipo di

quelle delle Nozioni comuni e che quindi almeno le prime tre siano originali.
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I1.4.6. Eguaglianza in Aristotele e in Euclide 1. E' uno dei punti di maggiore ‘disaccordo’ trai due.
Aristotele ha una visione assoluta dell’eguaglianza, attribuendo ad essa la proprieta riflessiva
(Principio di eguaglianza) e parlando del Principio di indiscernibilita degli identici, vale a dire se
due cose sono eguali, non ci sono proprieta che permettono di distinguerle.
In simboli formali e desunti dalla Logica contemporanea, tali Principi Si possono esprimere come

" X(X=X)

"X Y(X=Yy® (A% X)® A(X,Y))
Euclide é troppo matematico per accettare supinamente un’unica eguaglianza, ma come s €
osservato sopra ne ha almeno due. Anzi con unadicituradellafine del XIX secolo, usa eguaglianze
regionali. Di fatto scorrendo la sua opera si scoprono vari punti in cui |’ eguaglianza é citata in modi
etempi diversi.
Nelle 23 Definizioni del libro |, si ritrovail termine uguale e la suafamiglia nelle seguenti:

«Definizione |.4. Lalinearetta é quella che giace ugualmente rispetto ai punti su essa (ciog, ai suoi punti).
Definizione |.7. Superficie piana & quella che giace ugua mente rispetto alle rette su essa (ciog, alle sue rette).
Definizione 1.10. Quando una retta innalzata su una [altra] retta forma gli angoli adiacenti uguali fra loro,
ciascuno dei due angoli uguali é retto, e larettainnalzata si chiama perpendicolare a quella su cui & innalzata.
Definizione 1.15. Cerchio € una figura piana compresa da un’ unica linea [che si chiama circonferenza] tale che
tutte le rette, le quali cadano sulla [stessa] linea, [cioe sulla circonferenza del cerchio,] a partire da un punto fra
quelli che giacciono internamente allafigura, sono uguali fraloro.

Definizione 1.20. Delle figure trilatere, € triangolo equilatero quello che hai tre lati uguali, isoscele quello che ha
soltanto due lati uguali, e scaleno quello che hai trelati disuguali.

Definizione 1.22. Delle figure quadrilatere, € quadrato quella che € insieme equilatera ed ha gli angoli retti,
rettangol o quella che ha gli angoli retti, ma non & equilatera, rombo quelle che € equilatera, ma non ha gli angoali

retti, romboide quellache hai lati e gli angoli opposti uguali fraloro, manon € equilatera né ha gli angoli retti. E
le figure quadrilatere oltre a queste si chiamano trapezi.»
L’avverbio ‘uguamente’ presente nelle Definizioni 1.4 e 1.7 non ha significato di estensione, dato
che in questo caso non se ne puod parlare, se non si vuole introdurre e ‘misurare’ I'infinito in atto.
Piuttosto viene da pensare al Principio di ragione sufficiente, introdotto ben piu
tardi da Leibniz.
Analizzando la Def. 1.10. ci s chiede cosa sia per Euclide I’uguaglianza tra
angoli, visto che prima non si e parlato di eguaglianza di angoli in generae e
che e difficile considerare I’ estensione nel caso di angoli. Analizzando le Deff.
1.15 e 1.20, s utilizza I’'uguaglianza fra segmenti, anche questa introdotta qui ~ Wilhelm Leibniz

o _ _ (1646-1716)
insieme ad altri concetti.

1 Questa parte & ampiamente ispirata alatesi di laureadi Chiara Affinita: Una situazione insostenibile: I uguaglianza in Matematica,
di cui sono stato relatore, discussain luglio 2003.
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A questi interrogativi si puo rispondere seguendo I'intuizione: angoli e segmenti sono uguali
guando, una volta sovrapposti, vengono a coincidere. A riguardo Bunt et al., 1983 1 commenta:

«Euclide non assegna una lunghezza ad un segmento rettilineo o una misura ad un angolo. La nozione di
uguaglianza in Euclide deve essere interpretata nel senso che segmenti rettilinei ed angoli uguali possono essere

spostati nel piano fino a quando coincidono.»
Euclide con la settima Nozione comune sembra avval orare questa idea.
| rapporti tra congruenza e movimento sono indicati da Baruk, 1998 2 ala voce “congruente,
congruenza’ si legge che lo studioso danese Heiberg traduce in latino la frase “ Cose che ... sono
uguali” con “quae congruunt, aequales sunt” e che il termine z ,“congruunt”, indica“s
possono portare I’ una sull’ altra con un movimento”.
Se si trascurasse il movimento, varrebbe la “teoria’ per cui “due triangoli sono uguali, poiché sono
lo stesso triangolo” e verrebbe a cadere tutta la teoria dell e trasformazioni.
Euclide perd non definisce mai cio che intende per grandezza e per uguaglianza o equivalenza di
grandezze, ma ne parla (senza definirle) nel Libro V, nel presentare la teoria delle proporzioni di
Eudosso. Le grandezze devono soddisfare a tre requisiti: devono essere omogenee, multipli e
archimedee (cioe devono soddisfare al cosiddetto Postulato di Archimede). Questi requisiti sono
espressi rispettivamente nelle Definizioni Libro V:

«Definizione V.3. Rapporto (o ragione, in greco, # |, ratio) fra due grandezze omogenee € un certo modo di

comportarsi rispetto alle quantita.
Definizione V.4. Si dice che hanno fra loro rapporto (o ragione) le grandezze le quali possono, se moltiplicate,

superarsi reciprocamente. »

Come s puo osservare, Euclide non definisce |I’omogeneita, ma I’omogeneita rappresenta per
Euclide la condizione indispensabile per avere la possibilita di paragonare tra loro due grandezze,
nel senso di stabilire quale di esse sia la maggiore, quale la minore (oltre, si intende, a caso
dell’uguaglianza): un tal paragone viene infatti eseguito nella quarta Definizione, nella quale s
parla della possibilita che una grandezza multipla, ad esempio, di A o di C, superi un’atra multipla
di B o di D. Ma attenzione perché la nozione di omogeneita sottintende un tipo di uguaglianza
diverso dale accezioni usate in precedenza da Euclide.

Il concetto di omogeneita é fondamentale in Fisica e trova una sua estrinsecazione nelle equazioni
dimensionali. Solitamente i fisici ne forniscono una definizione operativa: sono omogenee due

gualita (primarie) che possono essere misurate con lo stesso strumento. Ci si accorge pero presto

1 Bunt, L. N. H. & Jones, P. S. & Bedient, J. D.; 1983, Le radici storiche delle matematiche eementari, Zanichelli
Editore, Bologna.

2 Baruk, S.: 1998, “ Congruente, congruenza”, Voce del Dizionario di Matematica Elementare, edizione italiana a cura
di Speranza, F. e Grugnetti, L., Zanichelli, Bologna.
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che guesta nozione é troppo limitativa, infatti per determinare la massa di un francobollo e quelladi
un container pieno di ferro, dubito si possa usare lo stesso strumento fisico, dunque bisogna fare
riferimento ad uno strumento ideale creato apposta per misurare cose dello stesso tipo, omogenee,
appunto; s vede cosi che la cosiddetta definizione operativa sottintende gia il concetto di
omogeneita.

L’omogeneita e spesso presente anche in contesti dove non ha significato. Ad esempio negli
approcci allateoria degli insiemi, fatti dainsegnanti o datesti, s ha spesso latendenzaaimporlao a
cercarla. Difficilmente sui testi compaiono esempi in cui gli elementi usati per un’ elencazione sono
tratti da domini di significato disparati come lettere dell’ alfabeto, personaggi storici, giocattoli,
numeri ed elementi chimici. Sembra quasi che il principio di omogeneita sia un a priori per la
costruzione di insiemi. Altre volte I’omogeneita viene cercata, ad esempio se si considera |’ unione
di uninsieme costituito datre abicocche e due prugne, si dice che si € formato un insieme di cinque
frutti (non credo che s dica un insieme di cinque drupe!). Di fatto in Teoria degli insiemi non si
parla di omogeneita, ma, se lo si vuole fare, bisogna farlo a posteriori, vale a dire dichiarare
omogenei due elementi se appartengono allo stesso insieme, tenendo conto che per motivi teorici Ci
sono insiemi, sottinsiemi di che non possono essere identificati con una proprieta aritmetica, se
non che hanno per elementi numeri naturali.

La Definizione 4 limita la considerazione del rapporto tra due grandezze omogenee solo a caso in cui
una di esse, moltiplicata, sarebbe meglio dire, con un@ddizione ripetuta, superi |@tra, cioe soltanto
al caso in cui le grandezze soddisfino a quel Principio che sembra dovuto a Eudosso ma che altri
hanno chiamato Principio di Archimede, per I’ampio uso che ne fail sracusano nelle sue opere. Per
non fare dei torti, si usaanche il nome di Principio di Eudosso-Archimede. In conseguenza a questa
definizione, € sempre possibile determinare il rapporto di due segmenti, di due rettangoli delle
stessa base, di due cerchi. Non é invece possibile determinare il rapporto tra un segmento e unaretta
e neppure tra un rettangolo e un angolo.

Nella sua trattazione Eudosso (ripresa da Euclide nel Libro V) ha dato una definizione di rapporto
di grandezze (Definizione V.3) e di uguaglianza di due rapporti di grandezze (Definizione V.5):

«Definizione V.5. S dice che [quattro] grandezze sono nello stesso rapporto, una prima rispetto ad una seconda
ed una terza rispetto a una quarta, quando risulti che equimultipli della prima e della terza [presi] secondo un
multiplo qualsiasi, ed equimultipli della seconda e della quarta [presi pure] secondo un multiplo qualsiasi, sono
gli uni degli altri, cioé ciascuno dei due primi del suo corrispondente frai secondi, o tutti e due maggiori, o tutti e
due uguali, o tutti e due minori, se considerati appunto nell’ ordine rispettivo (= quando ciog, presi equimultipli
qualunque della prima grandezza e della terza ed equimultipli qualunque della seconda e della quarta, secondo
che il multiplo della prima sia maggiore, uguale o minore del multiplo della seconda, I’ equimultiplo dellaterzaé

corrispondentemente maggiore, uguale o minore dell’ equimultiplo della quarta).»
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S noti I'importanza di questa definizione. Essa stabilisce quando s dice che due grandezze sono
nello stesso rapporto di altre due (ciog, in sostanza, € la definizione di proporzione). E©una
definizione necessariamente complicata poiché essa vale sa per le grandezze commensurabili che
per quelle incommensurabili; pertanto non risponde alla intuizione immediata di eguaglianza di
rapporti. Sotto questi aspetti venne criticata da Galilei.
Oggi s trovain certi testi (ed anche in trattati di Geometriadel XV1I1 secolo) che quattro grandezze
A, B, CeD sono in proporzione, e s scrive
A:B=C:D

se il prodotto delle misure di A e D eguaglia il prodotto delle misure di B e C. Questo approccio é
senza dubbio riduttivo e nasconde |@ccettazione dell@nfinito in atto, che Eudosso voleva evitare, in
guanto per attribuire una misura ad una qualunque grandezza (rispetto ad una prefissata misura
assegnata) servono i numeri reali che nella accezione piu diffusa in Matematica vengono definiti
mediante I'infinito in atto. Talvolta, scorrettamente s dice che le grandezze sono in proporzione se
se il prodotto di A e D eguaglia il prodotto di B e C, introducendo una ‘operazione’ di
moltiplicazione estranea alle grandezze.
Talora sui testi si trovano proporzioni scorrette, in quanto vengono messe a confronto grandezze
disomogenee, ad esempio considerando parallelepipedi avente la stessa base quadrata e altezze
diverse (che costituiscono una classe di grandezze), si pone

hi:Vi=hy: Vs
In tale caso la regola del ‘prodotto’ ci farebbe considerare oggetti della geometria a quattro
dimensioni.
Ma |@rrore fondamental e in questa definizione moderna e che per definire la misura delle grandezze
c@ bisogno di definire la loro proporzionalita e non viceversa. Questa analisi fa comprendere
[@nportanza della Def. V.5. nella formulazione euclidea, basata sostanzialmente sull@lea di
multiplo. Essa serve appunto a stabilire quando quattro grandezze hanno, a due a due, rapporti
eguali. Da guesta definizione discende che la relazione tra le coppie ordinate di grandezze e una
relazione di equivalenza, e questo ancora una volta senza scomodare |@finito (in atto, ma casomai
solo quello potenziale di un processo di approssimazione) e senza richiedere che sia un sottinsieme
di un prodotto cartesiano di un ente che difficilmente si potrebbe individuare bene.
La sostanza di questa teoria verra ripresa da Dedekind con la nozione di sezione dell@sieme dei
numeri razionali, con notevoli differenze a riguardo dell@finito. Per Eudosso (ed Euclide) la cosa
importante era il rapporto (il numero reale nel sistema di rappresentazione greco), e la descrizione

in termine di insiemi potenzialmente infiniti ha solo uno scopo pratico.
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L@teggiamento di Eudosso sembra piu vicino alla esperienza delle misure in fisica. Ogni misura
diretta & data da un numero razionale. La possibilita di un aumento di precisione degli strumenti
corrisponde alla totalita potenzialmente infinita delle grandezze commensurabili che approssimano
il rapporto di due incommensurabili. Per Dedekind il punto centrale e la coppia di insiemi di numeri
razionali, ciascuno infinito in atto, le sezioni hanno una propria esistenza nel mondo della mente e
con essei numeri reali, Sano definibili mediante procedimenti finiti o no.
Si ritrovail termine uguale solo nel:

«Postulato 4. E che tutti gli angoli retti siano uguali fraloro. »
ma con la Def. 1.10 Euclide aveva introdotto gli angoli retti e aveva detto che gli angoli retti sono
uguali per definizione, ma soltanto a due a due quando sono adiacenti. Con il Postulato 4 vuole
garantire che gli angoli retti sono uguali in qualungue modo siano situati nel piano.
Ora analizziamo alcune proposizioni:

«Proposizione |.1. Su unaretta terminata data costruire un triangol o equilatero.

Dimostrazione: Sia AB laretta terminata data. Si deve dungue costruire sullaretta AB un triangol o equilatero.
Con centro A e raggio AB risulti descritto il cerchio BCD (Post. 3), di nuovo risulti descritto, con centro B e
raggio BA, il cerchio ACE (id.), e dal punto C, in cui i cerchi s tagliano fraloro, risultino tracciate ai punti A, B
le rette congiungenti CA, CB (Post. 1). Ora, poiché il punto A & centro

del cerchio CDB, s ha che AC é uguale ad AB (Def. 15); di nuovo,

poiché il punto B € centro del cerchio CEB, s ha che BC € uguale a BA

(id.). Ma fu dimostrato che pure CA € uguale ad AB; quindi ciascuna

delle due rette CA, CB € uguale alla retta AB. Ma cose che sono uguali

ad una stessa sono uguali anche fra loro (Noz. com. 1): sono percio

uguali anche CA, CB; quindi lerette CA, AB, BC sono uguali traloro.»

La figura, la prima utilizzata negli Elementi, compare nel testo di Heiberg con lettere greche,
maiuscole e corsive per denotare i punti. Nella dimostrazione si usa I’ uguaglianza di segmenti. S
noti la richiesta implicita utilizzata nella dimostrazione: che le due circonferenze abbiano punti in
comune. Questa richiesta viene soddisfatta da un principio intuitivo di continuita e soprattutto dal
disegno, ma non da postulazione esplicita, né da teoremi precedenti, dato che s tratta della
Proposizione I.1. D’ altra parte nel testo delladimostrazione si citail punto C primadi averlo trovato
qguando si nominalacirconferenzadi centro A e per B. Si usa eguamente il punto C per nominare la
circonferenza di centro B e passando per A. Non c’e quindi alcuna sorpresa che il punto C
appartenga ad entrambe le circonferenze.

Questo s poteva evitare dando nomi propri alle circonferenze, ad esempio dicendo: sia a la

circonferenza di centro A passante per B,..., ma c’era il rischio che nel testo greco I'uso di una
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lettera minuscola potesse fare pensare alla scrittura di un numero, dato che il ruolo delle lettere
come “indeterminate” non appartiene appieno alla tradizione greca (Aristotel e a parte).
Non e poi chiaro perché né come vengano introdotti i punti D ed E, né come vengano costruiti.
Inoltre il testo indicain modo diverso le stesse cose, ad esempio parla del raggio AB e poi del raggio
BA, oppure di AC e poi di CA e cosi via. Ci potrebbe essere un motivo di priorita, infatti il testo
riporta:
«Con centro A eraggio AB[...] con centro B eraggio BA[...] edal punto C[...] risultino tracciate ai punti A, B
le rette congiungenti CA, CB [...], il punto A é centro del cerchio CDB, si ha che AC é uguale ad AB [...] di
nuovo, poichéil punto B & centro del cerchio CEB, si hache BC € uguale a BA»
guasi a simulare con la scrittura i movimenti dell’ occhio che percorre i segmenti. Poi perd nel
confronto queste priorita si perdono in quanto nella ‘stretta finale non c’é piu spazio per tali
sottigliezze.
Il testo qui riportato € quello di Frajese e Maccioni e richiami sono interpolazione dei curatori. In
quello originale mancano le giustificazioni qui scritte in parentesi quadre. In quello in latino é fatto
riferimento solo alla Nozione comune 1 e sono utilizzate lettere greche per denotare i punti. 1l testo
greco termina con lafrase , tradotto in latino con Quod oportet fieri.
Continuiamo I’ esame di alcune Proposizioni in cui s utilizza ancora |’ eguaglianza di segmenti

«Proposizione |.2. Applicare ad un punto dato una retta uguale ad una retta data.

Dimostrazione. Siano A il punto dato e BC la retta data; s deve dungue applicare con un estremo nel punto A
unaretta che sia uguae alaretta data BC.

Infatti, risultino: dal punto A a punto B tracciata la congiungente AB

(Post. 1), costruito su il triangolo equilatero DAB (Prop. 1.1),

ottenute le rette AE, BF prolungando in linea retta DA, DB (Post. 2),

con centro B e raggio BC descritto il cerchio CGH (Post. 3), e, di

nuovo, con centro D e raggio DG, descritto il cerchio GKL (id.).

Poiché dunque il punto B & centro del cerchio CGH, si ha che BC &

uguale a BG. Di nuovo, poichéil punto D & centro del cerchio GKL, si

ha che DL & uguale a DG. Ora, di queste rette |le parti DA, DB sono

uguali; percio la parte che rimane dell’una, AL , € uguale a quella che

rimane dell’ atra, BG (Noz. com. 3). Ma fu dimostrato che pure BC &

uguale a BG; ciascuna delle due rette AL, BC € quindi uguale ala retta BG. Ma cose che sono uguali ad una
stessa sono pure uguali fraloro (Noz. com. I); anche AL, BC sono percio uguali.

Dunque, la retta AL uguale alla retta data BC viene a trovarsi con un estremo

nel punto dato A. »
Anche in questo caso compaiono punti “fantasma’ che non s vede né
cosa servano né come siano costruiti. C'e poi la presenza di due

circonferenze tangenti interne. Si noti inoltre che lafigura presentala
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retta data e quella costruita parallele, ma cio e solo frutto della scelta della posizione di A rispetto a
BC. C'e inoltre la richiesta implicita che conducendo una ‘retta’ da D ad A e prolungandola, essa
intersechi una qualungue circonferenza di centro D, come conseguenza di un principio di continuita.
L’ eguaglianza di segmenti & ottenuta come differenza di segmenti eguali.

Si analizza orala Proposizione 1.3.

«Proposizione |.3. Date due rette disuguali, togliere dalla maggiore una retta uguale alla minore.

Dimostrazione. Siano AB, C le due rette disuguali date, delle quali AB sia maggiore; si deve dungue togliere
dalla maggiore AB unaretta uguale alla minore C.

Si applichi con un estremo nel punto A la retta AD uguale ala retta C (Prop. 1.2); e con centro A e raggio AD
risulti descritto il cerchio DEF (Post. 3).

Ora, poiché il punto A e centro del cerchio DEF, si ha che AE & uguale ad AD

(Def. 15); ma pure C e uguale ad AD. Quindi ciascuna delle due rette AE, C é

uguale allaretta AD, cosicché anche AE, C sono uguai (Noz. com. 1).

Dunque, date le due rette disuguali AB, C, dalla maggiore AB é stata tolta AE

uguale allaminore C. »

E' interessante che in questo caso Euclide denoti la ‘retta’ con

un’unica lettera. C'é pero un punto sottile da dipanare: date due ‘rette’

come si faa stabilire se sono eguali oppure una & maggiore dell’ altra? Il confronto & ovvio se le due
rette (segmenti) hanno la stessa giacitura, un estremo in comune e sono disposte ‘ dalla stessa parte’.
Queste considerazioni richiedono la giacitura, vale a dire una
retta in senso moderno tale che i due punti estremi del
segmento vi appartengono; inoltre deve essere disponibile un
ordinamento sulla retta, oppure si potrebbe procedere con altre
tecniche. Ad esempio per confrontare le due ‘rette’
bisognerebbe preventivamente applicare il trasporto, Prop. 1.2,,

due volte, applicando ciascun segmento al’ estremo dell’ altro.

‘ La costruzione qui riportata indica come ovviare alla difficolta
del confronto a priori e la sua dimostrazione (ovvero I'illustrazione della costruzione) € lasciata al
lettore.

In questa seconda costruzione prima s attua il confronto tra le due ‘rette’ e poi S costruisce la
differenza nella direzione della maggiore delle due ‘rette’ .

Le Propp. .2 e 1.3 permettono di eseguire il trasporto del segmento, cioe permettono di costruire un
segmento di retta uguale ad un segmento dato. In particolare la Prop. 1.2 ci insegna a costruire un
segmento uguale ad un segmento dato ed avente un estremo in un punto qualunque del piano.
Anche nella Prop. 1.3 basta non considerare il segmento AB parallelo a segmento C per non avere

la costruzione semplificata della figura tratta dalla traduzione italiana degli Elementi.
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Resta aperto un problema che sara sistemato solo nel Libro V con la teoria delle grandezze. Infatti
se Euclide s limitasse a parlare di uguaglianza di segmenti, non ci sarebbero questioni, ma parlare
di disuguaglianza vuol dire richiedere di confrontare i segmenti e poi, nella dimostrazione, s chiede
togliere o sottrarre, quindi i segmenti hanno alcune delle proprieta fondamentali delle grandezze. E
evidente che in questo caso ci si basa sulla evidenza grafica e non su un’ elaborata teoria quale sara
quella presentata nel Libro V, ma e una sorta di anticipo di tematiche che verranno affrontate ed
approfondite in seguito.

Leggendo le dimostrazioni delle tre proposizioni appena enunciate, S pud osservare che per
stabilire la “uguaglianza” dei segmenti, Euclide non si serve del movimento intuitivo della
meccanica, che renderebbe assai immediata la uguaglianza come coincidenza, ma sfrutta le
Definizioni, i Postulati, le Nozioni comuni e le Proposizioni precedenti, iniziando dunque a
sostituire al’intuizione la dimostrazione. Raramente nelle sue dimostrazioni (ad eccezione delle
Propp. 1.4 e 1.8 e 111.24) sfrutta il movimento e la sovrapposizione: non vi € nozione comune, né
postulato, né proposizione che giugtifichino tali procedimenti.

Visto che € gia stata citata piu volte, si presenta orala Proposizione |.4.

«Proposizione 1.4. Se due triangoli hanno due lati rispettivamente
uguali a due lati ed hanno uguali gli angoli compresi frai lati uguali,
avranno anche la base uguale ala base, il triangolo sara uguale a
triangolo, e gli angoli rimanenti [del primo], opposti ai lati uguali,
saranno uguali ai rispettivi angoli rimanenti [del secondo].
Dimostrazione. Siano ABC, DEF due triangoli aventi i due lati AB, AC uguali rispettivamente ai due lati DE,
DF, cioe AB uguale a DE ed AC uguale a DF, e’ angolo BAC uguale all’ angolo EDF. Dico che anche la base BC
e uguale alla base EF, cheil triangolo ABC sara uguale a triangolo DEF, e che gli angoli rimanenti del primo,
opposti ai lati uguali, saranno uguali ai rispettivi angoli rimanenti del secondo: I’angolo ABC uguale all’ angolo
DEF el’angolo ACB uguale al’ angolo DFE.
Infatti, se il triangolo ABC & sovrapposto ! al triangolo DEF ed il punto A viene a coincidere col punto D e la
retta AB con la retta DE, anche il punto B verra a coincidere col punto E essendo AB uguale a DE; coincidendo
dunque AB con DE, anche la retta AC coincidera con la retta DF essendo I’ angolo BAC uguale al’ angolo EDF,
cosicché pure il punto C coincidera col punto F essendo, nuovamente, uguale AC a DF.
Tuttavia anche B ha coinciso con E, cosicché la base BC verra a coincidere con la base EF.
[Se difatti, mentre B coincide con E e C con F, la base BC non coincidesse con la base EF, due
rette verrebbero a comprendere uno spazio: il che € impossibile]. Quindi la base BC coincidera
con la base EF e sara ad essa uguale (Noz. com. 7); cosicché anche tutto quanto il triangolo
ABC coincidera con tutto quanto il triangolo DEF e sara ad uguale, e gli angoli rimanenti

dell’uno coincideranno con gli angoli rimanenti dell’altro e saranno ad uguali: I’angolo

1 testo latino usa «si triangulum ABC triangolo DEF adplicuerimus», mentreil greco«  $9%& ! () X+ oy,
Il termine italiano usato, sovrapporre, in cui '€ la preposizione ‘su’, che € presente esplicitamente nel greco, © . Il latino ‘adplico’
non veicola ' idea di sovrapposizione, bensi quella di moto.
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ABC uguale all’ angolo DEF e |’angolo ACB uguale al’ angolo DFE. »
S é gia commentata la interpolazione del testo segnalata con la parentesi quadra, e il suo rapporto
con la Nozione comune 9.
La seconda figura, con lettere greche, proviene dallo Heiberg e manca nel testo
italiano.
Questo il primo esempio in cui S usalo spazio interfigurale, vale a dire uno spazio
generato dalla presenza di due figure geometriche ed esterno alle due figure. Felix Klein
Il ruolo della sovrapposizione nella dimostrazione & stata approfondita a lungo, ~ (1849-1925)
tanto da essere poi il centro della rifondazione della Geometria proposta da Klein. Infatti questo &
un primo esempio di trasformazione e questa € riprova indiretta che non é evitabile la
trasformazione, né sostituirla con altri concetti geometrici.
Al ‘palato’ moderno la differenza tra la Prop. 1.4 e le precedenti € che sembra mancare un vero e
proprio procedimento dimostrativo, che invece appare in modo trasparente nelle Propp. 1.1, [.2 e
|.3. Einfatti la versione italiana segnala con le parentesi quadre, il solo uso della Noz. com. 7.
La sovrapposizione € comunque una ‘caduta’ nell’ ovvio che e stata variamente commentata anche
in epoca moderna
Ad esempio Bunt et al., 1983, che dice
«Nella dimostrazione della Proposizione 4 Euclide trasporta un triangolo. Quali sono i fondamenti di tale
procedimento? Né le nozioni comuni, né i postulati, né le precedenti proposizioni possono costituirne i

presupposti, poiché il concetto di «trasporto» non € menzionato in essi».
E Boyer, 1998 1 conferma che:
«senza un assoma che giudtifichi il metodo della
Sovrapposizione.»
Di idea differente € Kling, 1991 2, in cui I'autore

iene che il metodo I vrapposizione s fondi
sostiene che etodo della sovrappos €S Charles Benjamin Boyer

sulla Nozione comune 7). (1906 - 1976)
Frajese e Maccioni in Euclide, 1970, affermano
Morris Kline «Per riconoscere I'uguaglianza (ed anche la disuguaglianza) tra segmenti provvede il
(1908-1992)

postulato terzo (il cerchio & una figura che permette, ad esempio, di riconoscere che due
segmenti sono uguali se sono raggi dello stesso cerchio o riconducibili ad esser tali). Vedremo poi che nelle
proposizioni 2 e 3 del libro primo Euclide completa quanto permette il postulato terzo, ed insegna ad effettuare il
trasporto del segmento.

Per gli angoli, invece, non si pud riconoscere in linea generale I’ uguaglianza effettuandone costruttivamente il

1 Boyer, C.M.: 1998, Soria della matematica, Arnoldo Mondatori Editore, Milano
2Kline, M.: 1991, Storia del pensiero matematico vol. |: Dall’ antichita al settecento, Giulio Einaudi Editore, Torino.
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trasporto come € possibile fare per i segmenti. Euclide ricorrera (sia pure quasi a malincuore e in linea

eccezionale) ad una specie di trasporto meccanico (movimento vero e proprio della meccanica) nelle

proposizioni 4 e 8 del libro primo.»
L’altra proposizione del Libro | in cui si usail movimento ela

«Proposizione 1.8. Se due triangoli hanno due lati rispettivamente uguali a due lati, ed hanno anche la base

uguale alla base, avranno uguali anche gli angoli compresi dai lati uguali.

Dimostrazione. Siano ABC, DEF due triangoli aventi i due lati AB, AC uguali rispettivamente ai due lati DE,

DF, cioé AB uguale a DE ed AC uguale a DF; ed abbiamo pure la base BC uguale alla base EF; dico che anche

I"angolo BAC é uguale al’angolo EDF.

Infatti, se si sovrappone il triangolo ABC a triangolo DEF, ed il punto B viene a coincidere col punto E e laretta

BC con la retta EF, anche il punto C coincidera col punto F essendo BC uguale ad EF; venendo quindi BC a
coincidere con EF, pure BA, CA coincideranno rispettivamente con ED, DF. Se la
base BC non coincidesse difatti con la base EF, ed i lati BA, AC non coincidessero
coi lati ED, DF, ma venissero ad incontrarsi in un punto G diverso da D come
[fanno] EG, GF, s sarebbero costruite su una stessa retta due rette EG, GF uguali
rispettivamente ad altre due rette ED, DF, dalla stessa parte rispetto allaretta EF, ed
aventi gli stessi estremi E, F, ma punti d’incontro D, G diversi. Ma non € possibile

costruirle (I. 7); qualora percio si sovrapponga la base BC alla base EF, anche i lati BA, AC non potranno non

coincidere rispettivamente coi lati ED, DF. Essi quindi coincideranno; cosicché anche I’angolo BAC coincidera

con |’angolo EDF e sara ad uguale (Noz. com. 7).»
Analizzando con attenzione la dimostrazione di questa Proposizione, possiamo osservare che € una
dimostrazione per assurdo. La dimostrazione per assurdo & anche chiamata reductio ad absurdum.
In una dimostrazione per assurdo nel senso di Euclide, s parte supponendo che la negazione della
tes sia “vera’. Da questa ipotesi temporanea s vuole ricavare una contraddizione. Se s riesce a
dimostrare che la negazione della tesi porta a una contraddizione, la tesi deve essere “vera’ per i
principi di non contraddizione e del terzo escluso.
Laterza occasione di uso del movimento € nel Libro I11.

«Proposizione I11.24. Segmenti circolari simili [che siano posti] su rette uguali sono uguali fraloro.

Dimostrazione. Infatti, sano AEB, CFD segmenti circolari

simili posti sulle rette uguali AB, CD; dico che il segmento

AEB e uguale a segmento CFD.

Se sovrapponiamo difatti il segmento circolare AEB a

segmento circolare CFD ed il punto A viene a coincidere
col punto C e laretta AB con laretta CD, anche il punto B verra a coincidere col punto D, essendo AB uguale a
CD; ed una volta che AB coincida con CD, pure il segmento circolare AEB coincidera cal segmento circolare
CFD. Se difatti la retta AB coincidesse con laretta CD, mail segmento AEB non coincidesse col segmento CFD,
esso verrebbe a cadere internamente od esternamente all’atro, oppure verrebbe a deviare [dall’interno
all’esterno] come fa il segmento circolare CGD, ed allora un cerchio taglierebbe un altro cerchio in piu di due

punti: il che @ impossibile (111, 23 e 111, 10). Percio, se laretta AB coincide [in sovrapposizione] con laretta CD,
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anche il segmento circolare AEB non potra non coincidere col segmento circolare CFD; coincidera quindi con

esso e sara ad esso uguale (noz. com. 7). »
Leggendo le dimostrazioni di queste tre proposizioni, possiamo intuire perché Euclide non amasse il
metodo di sovrapposizione di figure. La sovrapposizione, infatti, richiede che una figura conservi
tutte le sue proprieta quando viene spostata da una posizione all’altra. Ma chi ci assicura che nello
spazio fisico possa accadere ci0?
Ora soffermiamoci sulle Propp. 1.4 e 1.8. La Prop. 1.4 viene comunemente indicata come primo
Criterio di congruenza dei triangoli. Sui manuali scolastici odierni si enunciail primo Criterio nel
modo seguente: Dodero et al., 1991 1

«Due triangoli sono congruenti se hanno ordinatamente congruenti due lati e |’ angolo fraloro compreso.
Oggi si introduce il termine “congruente” e con I’ affermazione che i due triangoli sono congruenti,
s intende che i due triangoli hanno tutti i loro elementi (lati ed angoli) ordinatamente uguali, cioé
sono uguali in senso stretto. Per Euclide il termine uguae applicato ai poligoni ha quello che
0ggi viene indicato come ‘equivalente’ e per questo motivo |’ enunciato della Prop. 1.4 non si limita
allates chei due triangoli sono uguali, ma specifica la congruenza dei lati e angoli Euclide, infatti,
aggiunge che i due triangoli hanno anche uguali le basi e ordinatamente uguali i rimanenti due
angoli. Per stabilire che i due triangoli siano uguali nel senso euclideo basta usare laNoz. com. 7.
La Proposizione |.8 e quella che oggi chiamiamo terzo Criterio di congruenza dei triangoli. Dodero
et al., 1991 lo enuncia come

«Due triangoli sono congruenti se hanno i lati ordinatamente congruenti».
S puo osservare che Euclide usa il termine sia per parlare (usando espressioni moderne) di
congruenza sia per parlare di equivalenza
Euclide continua a parlare di congruenza nelle seguenti proposizioni del Libro I:

«Proposizione 1.5. Nei triangoli isosceli gli angoli alla base sono uguali fra loro, e venendo prolungati i lati
uguali gli angoli sotto la base saranno [pure] ugudli fraloro. [...]

Proposizione 1.6. Se in un triangolo due angoli sono uguali fra loro, anche i lati opposti agli angoli uguali
saranno uguai fraloro. [...]

Proposizione |.7. Su unaretta data e da ciascun suo estremo si conducano due rette che si incontrino in un punto;
non €& possibile costruire con gli stessi estremi e dalla stessa parte altre due rette rispettivamente uguali a quelle
prima costruite ed aventi un diverso punto di incontro. [...]

Proposizione 1.9. Dividere per meta un angolo rettilineo dato. [ ...]

Proposizione 1.10. Dividere per meta unarettaterminata data. [ ...]

Proposizione 1.11. Su unaretta data, da un punto dato su essa, innalzare unalinearetta perpendicolare. [...]
Proposizione 1.12. Ad una data retta illimitata, da un punto dato ad essa esterno, condurre una linea retta
perpendicolare. [ ...]

1 podero, N. & Baroncini, P. & Trezzi, D.: 1991, Elementi di Matematica, Ghisetti & Corvi, Milano. Si & preso come riferimento tale
testo essendo uno dei pitl diffusi, attualmente nelle scuole superiori.
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Proposizione 1.13. Se una retta innalzata su un’ altra retta forma degli angoli, essa verra a formare o due angoli

retti od angoli la cui somma € uguale a due retti. [...]

Proposizione 1.14. Se per un punto di una retta, da parti opposte rispetto ad essa, s tracciano due altre rette, e

queste formano con la prima angoli adiacenti la cui somma sia uguale a due retti, esse saranno per diritto fra

loro. [...]

Proposizione 1.15. Se due rette s tagliano fra loro, formano gli angoli opposti a

vertice traloro ugudli. [...]

Corollario 1. E' dacio evidente che se due rette s tagliano fra loro, esse formeranno

a punto di incontro angoli uguali complessivamente a quattro retti. [...]

Proposizione 1.16. In ogni triangolo, se s prolunga uno dei lati, I'angolo esterno &

maggiore di ciascuno dei due angoli interni e opposti. [...]

Proposizione 1.17. In ogni triangolo la somma di due angoli, comunque presi, € = Thomas Little Heath
minore di due retti. [...] (1861-1940)
Proposizione 1.18. In ogni triangolo, a lato maggiore & opposto angolo maggiore. [...]
Proposizione 1.19. In ogni triangol o, ad angolo maggiore € opposto lato maggiore. [ ...]

Proposizione 1.20. In ogni triangolo la sommadi due lati, comungue presi, € maggiore del 1ato rimanente.»
La Prop. 1.20 e divenuta un punto centrale nella teoria degli spazi metrici, essendo la
disuguaglianza triangolare.
Si hanno inoltre le seguenti altre Proposizioni in cui gioca un ruolo rilevante I’ eguaglianza:

«Proposizione 1.21. Se su uno dei lati di un triangolo, a partire dagli estremi, si costruiscono due rette che si
incontrino internamente al triangol o stesso, |e rette cosi costruite, sommate assieme, saranno [complessivamente]
minori dei due rimanenti lati del triangolo pure sommati assieme, ma verranno a comprendere un angolo
maggiore. [...]

Proposizione 1.22. Con tre rette uguali a tre rette date, costruire un triangolo: occorre dungue che la somma di
due di esse, comunque prese, siamaggiore dellarimanente. [...]

Proposizione 1.23. Costruire su una retta data, e [con vertice] in un [dato] punto di essa, un angolo rettilineo
uguale ad un angolo rettilineo dato. [...]

Proposizione 1.24. Se due triangoli hanno due lati uguali rispettivamente a due lati, ma hanno I’ angolo compreso
dai lati uguali maggiore dell’ angolo corrispondente, avranno anche la base maggiore dellabase. [...]

Proposizione 1.25. Se due triangoli hanno due lati uguali rispettivamente a due lati, ma hanno la base maggiore

della base, avranno anche I’ angolo compreso dai lati uguali maggiore dell’ angolo corrispondente. »
Si puo osservare che con la Prop. 1.23 Euclide indica come si costruisce un angolo.
Interessante il confronto tral’uso di uguale e disuguale che si ha nella dimostrazione della

«Proposizione 1.26. Se due triangoli hanno due angoli uguali rispettivamente a due angoli ed un lato uguale ad
un lato, o quello [adiacente] agli angoli uguali o quello che & opposto ad uno degli angoli uguali, avranno

anchei lati rimanenti uguali rispettivamente ai lati rimanenti, e I’ angolo rimanente uguale al’ angolo rimanente.

1 Tale corallario, in greco , € presente nel testo greco e non in quello latino. Heiberg lo riporta dal manoscritto Vaticano, da
un codice viennese ed uno bolognese. Altri autori, ad esempio Heath e Enriques, I" hanno ritenuto spurio.
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Dimostrazione. Siano ABC, DEF due triangoli aventi i due angoli ABC, BCA uguali rispettivamente ai due
angoli DEF, EFD, cioe ABC uguale a DEF e BCA uguale ad EFD, ed abbiano anche un lato uguale ad un lato:
dapprima, quello adiacente agli angoli uguali, cioe BC uguale ad EF; dico che essi avranno anchei lati rimanenti
uguali ai lati rimanenti, cioe AB uguale a DE ed AC uguale a DF, e I’angolo rimanente uguale all’ angolo
rimanente, cioé BAC uguae ad EDF.

Infatti, se AB fosse disuguale rispetto a DE, uno dei lati stessi

sarebbe maggiore. Sia maggiore AB, si ponga BG uguale a DE

(Prop. 1.3), es tracci la congiungente GC.

Poiché dunque BG € uguale a DE, e BC ad EF, i due lati BG,

BC sono uguali rispettivamente ai due lati DE, EF; e I’angolo
GBC € uguale al’angolo DEF, per cui labase GC eintal caso uguale ala base DF, il triangolo GBC € uguale a
triangolo DEF, e gli angoli rimanenti del primo, opposti a lati uguali, saranno uguali a rispettivi angoli
rimanenti del secondo (Prop. 1.4); I'angolo GCB € quindi uguale all’ angolo DFE. Mal’angolo DFE € per ipotesi
uguale all’angolo BCA; anche I'angolo BCG sarebbe percio uguae al’angolo BCA (Noz. com. 1), il minore al
maggiore: il che &€ impossibile (Noz. com. 8). Quindi AB non € disuguale rispetto a DE, e percio € uguae. Ma
anche BC, EF sono uguali fra loro: i due lati AB, BC sono cosi uguali rispettivamente ai due lati DE, EF;
I’angolo ABC ¢ inoltre uguale all’angolo DEF; dunque la base AC € uguale alla base DF, e I’angol o rimanente
BAC e uguale al’ angolo rimanente EDF  (Prop. 1.4).
Ma, di nuovo, siaadesso il caso in cui sono uguali i lati opposti agli angoli uguali, cioé sia AB uguale a DE; dico
nuovamente che pure i lati rimanenti [del primo triangolo] saranno uguali a lati rimanenti [del secondo], cioé
AC uguale a DF e BC uguale a EF, e cheinfine I’ angol o rimanente BAC del primo e uguae all’ angol o rimanente
EDF del secondo.
Infatti, se BC fosse disuguale rispetto ad EF, uno dei lati stessi sarebbe maggiore. Sia maggiore BC, se &
possibile, s ponga BH uguale ad EF (Prop. 1.3), e si tracci la congiungente AH. Ora, poiché BH € uguale ad EF
ed AB aDE, i due lati AB, BH sono uguali rispettivamente ai due lati DE, EF; e gli uni e gli atri comprendono
angoli uguali, per cui labase AH é ugualein tal caso alla base DF, il triangolo ABH e uguale a triangolo DEF, e
gli angoli rimanenti del primo, opposti ai lati uguali, saranno uguali ai rispettivi angoli rimanenti del secondo (I,
4); quindi I'angolo BHA é uguale al’angolo EFD. Ma I’angolo EFD € uguale all’angolo BCA; percio nel
triangolo AHC I’angolo esterno BHA sarebbe uguale a quello interno ed opposto BCA (Noz. com. 1): il che
impossibile (Prop. 1.16). Quindi BC non é disuguale rispetto a EF, e dunque & uguale. Ma anche AB, DE sono
uguali fra loro. | due lati AB, BC sono cosi uguali rispettivamente ai due lati DE, EF; e gli uni e gli altri
comprendono angoli uguali, per cui la base AC e uguale ala base DF, il triangolo ABC €& uguale a triangolo

DEF, el’angolo rimanente BAC del primo € uguale all’ angol o rimanente EDF del secondo (Prop. 1.4).»

Questa proposizione € nota come secondo Criterio di congruenza dei triangoli. Oggi viene
enunciata diversamente (Dodero et al., 1991)

«Due triangoli sono congruenti se hanno ordinatamente congruenti due angoli eil lato fraloro compreso»,
omettendo la seconda parte. A differenza degli altri due Criteri, per dimostrare il secondo Euclide
non s serve della sovrapposizione delle due figure, ma preferisce una dimostrazione piu
complicata.

Se osserviamo attentamente la dimostrazione della proposizione, cogliamo lafrase
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«Se AB fosse disuguale rispetto a DE, uno dei lati stessi sarebbe maggiore».
E paese che per Euclide il termine “disuguale’ sia equivalente a termine “maggiore” (0
“minore”), introducendo di fatto un ordinamento lineare per oggetti fisici, in questo caso segmenti,
prima ancora di parlare di grandezze.
La seconda parte, quella che di solito viene omessa, richiede I'uguaglianza (congruenza) di due
angoli e di un lato qualunque, non necessariamente quello cui sono adiacenti i due angoli dati.
Ovviamente se s sapesse gia che la somma dei tre angoli interni di un triangolo € uguae a due
angoli retti, o ailmeno che la somma dei tre angoli interni di un triangolo é costante ed indipendente
dal triangolo, allora dare solo due angoli oppure tutti e tre cambierebbe ben poco. Ma attenzione,
non c’é ancora la Prop. 1.32, né sono state introdotte le rette parallele, quindi la Prop. 1.26 € una
vera generalizzazione del cosiddetto secondo Criterio di congruenzadei triangoli.
Dalla Prop. 1.27 alla Prop. 1.31 Euclide affronta la teoria delle parallele, su cui si torna in seguito,
ma il Postulato 5 deve aspettare la Prop. 1.29.
Euclide continuala trattazione del Libro | con le seguenti:

«Proposizione 32. In ogni triangolo, se si prolunga uno dei lati, I'angolo esterno e uguale alla somma dei due

angoli interni ed opposti, e la somma dei tre angoli interni del triangolo & uguale a due retti 1 [..]
Proposizione 33. Rette che congiungono dalla stessa parte rette uguali e parallele sono anch’esse ugudi e

paralele. [...]
Proposizione 34. | parallelogrammi hanno lati ed angoli opposti ugudi fraloro, e sono divisi dalla diagonale in

due parti uguali.»
Dalla seconda parte della Prop. 1.34:
«[i parallelogrammi] sono divisi dalladiagonale in due parti uguali.»
inizialaserie di proposizioni che trattano quella che oggi s dice teoria dell’ equivalenza. Con
«...] in due parti uguali»”
Euclide intende dire che il parallelogrammo pud essere diviso in due triangoli di area uguale. Come
abbiamo gia detto, per Euclide “figure uguali” € sinonimo di “figure equivalenti”.
Bunt et al., 1983 afferma:
«Notiamo che Euclide parla di figure uguali, dove «uguali» non significa «che possono essere portate a
coincidere». In questo caso Euclide deve aver avuto una idea intuitiva della quantita di spazio (area) racchiusa
dal contorno di una figura. Egli non attribuisce a tale quantita di spazio un valore numerico. [...] Euclide,

tuttavia, non indica né le lunghezze di segmenti rettilinei né le aree delle figure con numeri. Se egli vuole

mostrare che due figure hanno la stessa area, puo farlo solamente dimostrando che la prima figura puo essere

divisain parti tali che, se composte insieme in un determinato modo, esse producono la seconda figura.»

1 testo Iatino afferma «In quoiis triangolo quodlibet |aterum producto angulus extrinsecus positus duobus interioribus et oppositis
aequalis est, et anguli interiores tres triangoli duobus rectis aequales sunt.», quindi come si vede la traduzione italiana parla di
sommadi angoli che € assente nella versione latina.
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Lateoriadell’ equivalenza (per parallelogrammi e triangoli) continua con

«Proposizione 35. Parallelogrammi che siano [posti] sulla stessa base e fra le stesse parallele sono uguali fra

loro. [...]

Proposizione 36. Parallelogrammi che siano posti su basi uguali e frale stesse parallele sono uguali fraloro. [...]
Proposizione 37. Triangoli che siano posti sulla stessa base e fra le stesse parallele sono uguali fraloro. [...]
Proposizione 38. Triangoli che siano posti su basi uguali e frale stesse parallele sono ugudi fraloro. [...]
Proposizione 39. Triangoli uguali che siano posti sulla stessa base e dalla stessa parte sono anche [compresi] fra
le stesse paralde. [...]

Proposizione 40. Triangoli uguali che siano posti su basi uguali e dalla stessa parte sono anche compresi frale
stesse pardlele. [...]

Proposizione 41. Se un parallelogrammo ha la stessa base ed € compreso frale stesse parallele da cui € compreso
un triangol o, il parallelogrammo é doppio del triangolo. [...]

Proposizione 42. Costruire in un dato angolo rettilineo un parallelogrammo uguale ad un triangolo dato. [ ...]
Proposizione 43. In ogni parallelogrammo i complementi dei parallelogrammi [posti] intorno ala diagonale sono
uguali fraloro. [...]

Proposizione 44. Applicare ad una retta data, in un dato angolo rettilineo, un parallelogrammo uguale ad un
triangolo dato. [...]

Proposizione 45. Costruire un parallelogrammo uguale ad una figura rettilinea data in un dato angolo rettilineo.

(]

Proposizione 46. Descrivere un quadrato su unarettadata. [...]»
Importante I’ accenno dell’ ordine della Prop. 1.40, in cui si chiede che i triangoli siano posti nello
stesso semipiano.
Le Propp. 1.43 e 1.44 sono state analizzate nel corso di Matematiche complementari 1, come un
esempio della cosiddetta Algebra geometrica, vale a dire delle applicazioni di strumenti geometrici
per risolvere equazioni algebriche.
C’epoi lacoppia datadal cosiddetto Teoremadi Pitagora

«Proposizione 1.47. Nei triangoli rettangoli il quadrato del |ato opposto all’ angolo retto € uguale ala somma dei

quadrati dei lati che comprendono I'angolo retto. [...]

Proposizione 48. Sein un triangolo il quadrato di uno dei lati € uguale alla sommade quadrati dei rimanenti due

lati del triangolo, I’ angolo che & compreso dai due rimanenti lati del triangolo € retto. »
La prima proposizione & a noi nota come “Teorema di Pitagora” (diretto). Si noti che nella Prop.
I.47 mancano le nomenclature del lati, cateti e ipotenusa, con cui oggi viene espresso: “In ogni
triangolo rettangolo la somma delle aree del quadrati aventi per lati i cateti € uguale all’ area del
guadrato avente per lato I'ipotenusa’. Manca pure la menzione alla somma, come s puo constatare
dallaversione latina:

«In triangulis rectangulis quadratum in latere sub recto angulo subtendenti conscructum aequale est quadratisin

lateribus rectum angulum comprehendentibus constructis.»
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Anche in greco non s fa menzione di cateti. E’ rilevante inoltre che nel latino s usa il plurale di
triangolo che spesso sostituito con la dizione scorretta e talora ambigua, presente su molti testi
odierni, “in un triangol o rettangol0”.

LaProp 1.48, che concludeil Libro | degli Elementi, costituisce I'inverso della Prop 1.47.

Come abbiamo potuto osservare, Euclide non indica I'area di una figura con un numero e di
conseguenza non da formule per le aree né per i volumi delle figure. La teoria dell’ equivalenza
consiste esclusivamente in un confronto di aree edi volumi.

L’analisi degli usi dell’ eguaglianza locale in Euclide si potrebbe completare con | uguaglianza che
compare nei libri aritmetici, VII, VIII e IX tra numeri e tra rapporti numerici nelle proporzioni. Nel
Libro XI compare I’uguaglianza di angoli solidi, ad es. Prop. X1.26 e I’ uguaglianza di volumi data
nella Prop. X1.29.

11.4.7. 1l ruolo delle definizioni in Aristotele e in Euclide. Si é visto che grande importanza é data sia
da Aristotele che da Euclide, ma c’e nel loro modo di procedere un’importante differenza.
Aristotele, quando definisce la Scienza deduttiva parla in generale, tentando di offrire uno schema
cui s dovrebbero conformare le scienze, che forse per il tempo, erano solo la Matematica e la
Metafisica, essendo nate ben dopo quelle discipline che oggi vengono ritenute scienze, in senso
stretto.

Per gquesto nel Postulato di evidenza per termini sembra dire che le definizioni s ottengano tutte da
un certo numero di termini primitivi, individuati in base al buon senso ed all’ ovvieta, fissati i quali,
le definizioni degli altri termini discendono immediatamente, come fatti linguistici, senza bisogno
di spiegazioni.

Euclide ha invece sempre sotto gli occhi il (I'unico) modello, quello a cui s ispira, anche se cerca
proprio con la sua impostazione ipotetico deduttiva, di staccarsene. Le definizioni hanno quindi un
aspetto ‘locale’ e temporaneo, avendo bisogno di fare elenchi di definizioni, in tutto, come s &
visto, ben 130, senza contare che in acune si definiscono piu termini e che altri termini vengono
usati senza una specifica definizione, come la sovrapposizione. Queste definizioni sono suddivisein
vari libri, con un procedere genetico, vale a dire s introducono volta a volta per le esigenze della
trattazione, dopo che parte della trattazione € stata svolta, a parte il Libro I. Sono quindi i vari
risultati provati ei problemi che si pongono, viavia, a suggerire cosa definire e quali situazioni dare
un nome, che sia al tempo stesso utile e suggestivo. Forse in questo si rivelano gli intenti didattici
degli Elementi, piuttosto che avere un elenco assai ampio di definizioni, € meglio che ogni capitolo
abbia le proprie, in modo che sia possibile ritrovare facilmente e rapidamente, le definizioni che

Servono.
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Tuttavia il procedere genetico permette che in una definizione intervengano non solo i termini
primitivi, come sembra affermare Aristotele, ma pure termini definiti precedentemente. Dunque i
termini primitivi servono solo per introdurre alcuni altri termini e poi questi ‘generano’ altri termini
ancora, in un percorso che si pud schematizzare come un abero.

| successori di Aristotele e Euclide hanno poi posto grande attenzione a ruolo delle definizioni,
infatti da un altro punto di vista, la scelta di termini primitivi e di assiomi conferisce un significato
convenzionale alla conoscenza scientifica, 0 almeno alla sua presentazionein forma comunicabile.
Nel convenzionalismo ricade ogni dottrina secondo cui laveritadi una proposizione o di un insieme
di proposizioni fisiche o matematiche dipende sempre da un precedente accordo (esplicito o tacito)
stipulato da coloro che devono far uso di queste proposizioni. L&ccordo pud riguardare direttamente
le proposizioni in questione (e cid accade nella scelta delle assunzioni iniziali di un sistema de-
duttivo, siano esse assiomi o termini primitivi) o puo riferirsi indirettamente ad esse tramite regole
inferenziali opportune sulla cui base viene accettata o rifiutata la verita delle proposizioni. Nel con-
venzionalismo, pur ispirato o motivato dall@sperienza, |@sperienza stessa viene negata in modo as-
soluto in quanto la possibilita di decidere circa la verita della scelta di un gruppo di assiomi deve
obbedire soltanto a postulato di deduttivita.

Percio il sapiente aristotelico non ha bisogno utilizzare il cannocchiale galileano perché sa, a priori,
chele macchie solari non esistono, per definizione.

Un’'indicazione di carattere didattico. Oggi ci sono molte difficolta ad insegnare la Geometria in
formadi sistemaipotetico — deduttivo. Forse non € chiaro ai giovani d’ oggi la natura quasi-empirica
della Geometria e quindi non viene colto il costante riferimento all’ esperienza; viene solo accettato
una sorta di patto che il convenzionalismo richiede tra coloro che devono utilizzare gli strumenti
matematici, anche perché forse non € ma stato esplicitato tra docente e studente o se é rimasto
sempre tacito, da parte del docente, ed incompreso nella sua sostanza da parte del discente, e in tal
modo solo gli aspetti deleteri di questa posizione gnoseologica hanno trovato modo di attraversare
la comunicazione didattica.

Un atteggiamento opposto € quello di colui che s basa troppo sull’ esperienza ed allora non € in
grado di accettare la dimostrazione di affermazioni apparentemente banali.

Forse il testo di Euclide non aiuta in questa scelta, perché sembra parta sul versante
convenzionalista, ma poi con varie proposizioni, ad esempio la Prop. 1.4. ricade nell’ esperienza.
Analizzando meglio le Definizioni del Libro primo, si scorge una netta suddivisione di argomenti.
Dalla Def. 1.1 alla Def. 1.7 sono posti i termini generali, punti, linea, retta, superficie. Dalla Def. 1.8
alla Def. 1.12 s parladi angoli. La Def. 1.13 e la Def 1.14 parlano di figure in generale per potere

1 Tratto da Enciclopedia Garzanti di Filosofia.
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poi introdurre, dalla Def. 1.15 alla Def. 1.18, cerchio e circonferenza. Dalla Def. 1.19 alla Def. 1.22 s
introducono i poligoni elaDef. .23 definisce le rette paralele.

Questa suddivisione é “grossolana’. Si noti che poi il primo Libro non tratta del cerchio, né della
circonferenza, studiati a partire dal Libro |11, ma piuttosto del compasso, che per altro non viene
mai nominato, come strumento per eseguire delle costruzioni.

Anche le superficie sono introdotte qui, ma poi spariscono per tornare nel Libro XI.

La definizione di angolo sicuramente & uno dei punti delicati, e lo & anche oggi sia concettualmente
che didatticamente, implicando un cambio di topologia.

Euclide arriva all’angolo passando per I'inclinazione (concetto non definito), inoltre introduce di
fatto due tipi di angoli, quelli rettilinei (che sono gli angoli ‘ufficiai’ della scuola) e quelli formati
da linee. Inoltre dalla sua definizione resta escluso I’angolo piatto, da lui sempre nominato come
due angoli retti. Di fatto I’esigenza di considerare angoli piatti e angoli giri discende dalla visione
dell’angolo realizzato come rotazione di una semiretta rispetto ad un’altra lasciata fissa, ma
quest’idea richiede una concezione di continuita.

Nella Def. 1.10, come detto in precedenza, gli angoli retti, definiti mediante |’ eguaglianza, vengono
utilizzati per la definizione di perpendicolare.



