Appunti di Geometria classicaA.A. 2005-2006 Carlo Marchini
Capitolo V — L’ operadi Apollonio di Perge.

CapitoloV —L’opera di Apollonio di Perge:

V.1. Apollonio e la sua oper a.

V.1.1. Vita di Apollonio. Le nostre fonti sulla vita e la figura di Apollonio non
sono dirette. Qualche secolo d.C. Tolomeo Chenno, erudito dell’ epoca, aveva
scritto un trattato in sette libri dal titolo: Nuove storie di erudizione varia, di cui
ci sono rimasti solo frammenti riportati dal grande poligrafo Fozio, Patriarca di
Costantinopoli nel suo testo Biblioteca, stampato per la prima volta nel 1501, ai
primordi della stampa a caratteri mobili. In base a queste fonti Apollonio sarebbe
nato a Perge, citta della Panfilia, regione dell’ Asia minore, sotto il regno (dal 246
a 221 aC) di Tolomeo Il Emergete; avrebbe soggiornato a lungo ad

Fozio
(810-893)  Alessandria studiando Matematica sotto la guida dei discepoli di Euclide. Grazie

al suo ingegno avrebbe raggiunto grande fama sotto il regno di Tolomeo IV Filopatore (dal 221 al
204 a.C.). In base ad altre fonti cronologiche, Apollonio sarebbe morto nel 170 a.C.

Lavitadi Apollonio si sarebbe svolta circa 30 — 40 anni dopo Archimede, continuando cosi con
una-due generazioni di distanza, la grande tradizione greca.

Eutocio, commentando |’ opera di Apollonio, riferisce che stando ad un’opera perduta di Gemino
di Rodi (10 a.C. — 60 d.C.), Narrazioni geometriche, Apollonio sarebbe stato soprannominato “il
grande geometra’.

L’ architetto romano Vitruvio menziona Apollonio trai grandi uomini della scienza dell’ antichita e
nel suo Trattato di Architettura afferma:

«Ma questi geni sono rari; se ne trovano pochi di uomini come Aristarco di Samo, Filolao, Archita di Taranto,
Apollonio di Perge, Eratostene di Cirene, Archimede e Scopina di Siracusa, i quali, col soccorso del calcolo e

la conoscenza dei segreti della natura, hanno fatto grandi scoperte nella meccanica e nella conoscenza, ed

hanno lasciato opere ricche di sapienza ai posteri.»

1 in questo capitolo si traggono testi, note e commenti da Ver Eecke, P.: 1923, Les coniques d' Apollonius de Perge, Desclée, de
Brouwer et C', Bruges, Belgio. La variazione pitl importante rispetto al testo di Ver Eecke &I’ uso di lettere latine per indicare enti
geometrici, in luogo di quelli greci.
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Alcuni commentatori hanno osservato che |’ordine usato da Vitruvio non € né afabetico, né

cronologico, per cui fa una certa impressione che Archimede venga nominato dopo Apollonio e

che non sia fatto nessun cenno ad Euclide, bensi compaia Eratostene, del cui ingegno si pud

nutrire qualche dubbio, sulla scorta di Archimede.

Si potrebbe obiettare che dato il carattere completamente speculativo di Euclide, la sua omissione

potrebbe essere motivata dal fatto che si parli di meccanica, ma anche le opere di Apollonio sono

nel solco teoretico tracciato da Euclide.

Come avviene per Archimede, le lettere dedicatorie che Apollonio premette ai suoi testi ¢i offrono
informazioni sulla vita del matematico e sugli studiosi suoi

oW LM contemporanei. Conosciamo cosi che fu in amicizia con

TR ' Eudemo, legame stretto durante una sua permanenza a
--r-rljr;;ﬁ T e Pergamo, e poi s rivolge ad Attalo (269 — 196 a.C.), dla
CUHHMIASRRRAR RS R AN | A
LTI e S

Ricostruzione storica d} Pgo morte di Eudemo.

Veniamo a sapere di un viaggio di Apollonio a Efeso,
occasione in cui ebbe modo di incontrare il geometra Filonide di Laodicea (11 sec. aC.) e che una
prima versione del suo trattato venne rimaneggiata su suggerimento di Naucrate conosciuto ad
Alessandria. Menziona poi Euclide, Conone, Trasideo e Nicotele di Cirene (310 — 230 a.C.) di cui
precisa acuni risultati.

A fronte degli elogi di cui fu oggetto, Apollonio ebbe anche detrattori. Eutocio ci riferisce che il
biografo di Archimede, Eraclide, avrebbe sostenuto che il primo ‘inventore’ di alcuni risultati di
Apollonio fosse stato il grande Siracusano e che quest’ ultimo non avesse pubblicato i risultati, ma
che ‘girassero’ nell’ambiente.

La critica contemporanea, sulla base anche di analisi di altre testimonianza, ritiene che Apollonio
abbia ispirato il proprio lavoro alle opere di predecessori come Aristeo il vecchio e forse anche
Euclide, relativamente a suo trattato sull’ ottica, in cui utilizza il cono visivo, o forse su opere che
non ci sono pervenute. D’ altra parte Apollonio stesso s attribuisce unicamente il merito di avere
raccolto e sistemato risultati gia noti a partire da Platone e i suoi discepoli, fino a giungere ad
Archimede.

Questa dichiarazione di umilta contrasta con quanto afferma Pappo, secondo il quale Apollonio
era abbastanza vanesio, invidioso della fama dei coloro che lo emulavano, non perdendo
occasione per denigrarli. Perd Pappo non indicale fonti di questa suainformazione e forse si basa
su un passo di Apollonio stesso, facendo riferimento ad un’opera Loci solidi di Euclide andata

perduta:
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«D’édltra parte € nel concepire questi teoremi che mi sono accorto che, presso Euclide, il luogo non é costruito
in rapporto a tre o quattro linee, a meno che non in una misura accidentale, e in maniera poco felice, per cui

non sarebbe stato possibile sfruttare la costruzione senza le mie scoperte aggiuntive.»
Per chiarire questa citazione, grazie a Pappo sappiamo che i luoghi a tre e a quattro linee
sarebbero i luoghi di punti tali che il prodotto delle loro distanze da due rette date siano uguali o a
guadrato (a tre) delle loro distanze da una terza retta, o dal prodotto (a quattro) delle distanze da
altre due rette assegnate.
Sembra abbastanza strana questa osservazione di Apollonio, o meglio, significativa del
cambiamento intervenuto in circa un secolo. Euclide non avrebbe mai considerato la nozione di
luogo di punti, per i problemi che questa nozione comportava nei riguardo degli insiemi e
dell’infinito. Ma Apollonio non ha scrupoli a considerarli.
Il capitolo delle ‘critiche’ di Apollonio non e pero limitato a questo episodio. In altri passi lamenta
che Conone di Samo (forse o stesso citato da Archimede) abbia fornito dimostrazioni insufficienti
0 biasima a Nicotele d' avere contestato I'utilita dell’uso delle coniche nella risoluzione di
problemi ad esse subordinati.
Di fatto, anche in quell’epoca che ci pare un momento magico della storia della Matematica,
dovevano esserci dispute all’interno della stessa Scuola di Alessandria, per la priorita di scoperte

che davano lafama (e forse anche | o stipendio).

V.1.2. Opere di Apollonio. E' noto che Apollonio abbia scritto varie opere, ma la sua piu

importante & Le Coniche, cui e stata affidata la sua famanel tempo.

V.1.2.1. Vicissitudini del testo de Le Coniche. Questa opera era composta di otto libri, ma di
Ci sono pervenuti solo i primi sette, anzi della versione ‘originale’, le virgolette sono d obbligo
date le vicissitudini di questi testi antichi, i primi quattro sono in versione greca, mentre i restanti
tre provengono da una versione araba del 1X secolo, poi aggiornata e stampata in latino nel XVII
secolo.

Il primo testo greco delle Coniche fu portato in Italia dall’ umanista Francesco Filadelfo (1398 —
1481) che soggiorno a lungo a Costantinopoli (negli ultimi anni dell’lmpero Romano d’ Oriente)
per migliorare o sua conoscenza della lingua greca, sfruttando il suo incarico di Ambasciatore di
Venezia presso I’ Imperatore, il quale a sua voltalo invido come suo ambasciatore presso il sultano
Achmet. Nel 1427 ritornd a Venezia recando con sé manoscritti preziosi,
manoscritti che pervennero poi in mano a Giorgio Valla, che ne pubblico brani
in latino in una sorta di antologia di scritti greci composta di libri di aritmetica,

musica, geometria, astronomia (il quadrivio di Boezio), nonché di astrologia

medica

Severino io
(480 — 524) -241 -
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| primi quattro libri vennero poi tradotti e pubblicati in latino (postumi) da Giovan Battista Memo
nel 1537, ma la loro traduzione non piacque ai suoi contemporanei. Nel
1566 Commandino (fece una ampia traduzione latina di vari testi greci, tra
cui i primi quattro libri di Apollonio, nonché i
Commentari di Eutocio, Pappo ed altri geometri dei primi

Federico Commandino ~ 56¢010 d.C.

(1506 - 1575) Altri autori che s preoccuparono di presentare in latino

sempre i quattro libri delle Coniche furono Claude Richard
|saac Barrow
(Parigi 1655), Barrow (Londra 1675). (1630 - 1667)
| primi manoscritti arabi contenenti opere di Apollonio, in particolare le Coniche,
vennero resi noti a Leyda nel 1629 da Golius. Lo stesso fece
menzione del ritrovamento ad alcuni sapienti dell’ epoca, tanto
Jacobus Golius o - . .
(1596 - 1667)  che Mersenne nel 1644 citarisultati di Apollonio non compres
nei primi quattro libri. Nel 1658 venne individuato di nuovo da Giovann
Alfonso Borelli (1608 — 1679) nella biblioteca medicea di Firenze un  Marin Mersenne
(1588 — 1648)
manoscritto arabo (forse lo stesso di Golius) in cui il matematico persiano
Abalphat d’'lIspahan nell’anno 994 presentava, piu 0 meno rimaneggiati un’opera (allora)
sconosciuta di Archimede, il Libro dei Lemmi e i Libri V, VI e VII delle
Coniche. Il potente Viviani matematico illustre, in quegli anni stava tentando di
ricostruire il Libro V delle Coniche, sulla scorta di brani e indicazioni di Pappo.
Per questo ottenne da Borelli di ritardare la notizia del ritrovamento, finché non

fosse apparso il suo testo di ricostruzione che fu completato nel 1659.
Vincenzo Viviani
(1622 - 1703)

Finalmente nel 1661 fu stampata |a traduzione latina del testo arabo.
Nel 1669, a cura di Christian Rau apparve a Kiel, in latino una sorta di riassunto
dei Libri V, VI e VII. Findmente il testo integrale dei Libri V, VI e VII delle
Coniche fu ritrovato tra i manoscritti appartenuti a Golius
agli inizi del XVIII secalo, in Irlanda. Tra |’altro si scopri Thabit-ibn-Qurra
in seguito una copia di tale manoscritto nella Biblioteca (836 - 901)
Bodleiana di Oxford. S tratta della versione integrale e letterale dei Libri V,
VI e VII delle Coniche, fatta nel 1X secolo da Thabit ibn-Quirra, rivista da

Nasr-a-Dina-Tus  Beni Moses e corretta nel 1260 dal geometra e astronomo persiano Nasir-al-
(1201 - 1274) : .
Dina- Tusi.
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Dobbiamo la prima edizione latina completa in epoca moderna del testo di Apollonio delle
Coniche a grande astronomo inglese Halley (1710) e s pud comprendere I'interesse, non solo
culturale, dell’ astronomo, dopo che Keplero aveva posto I’ ellisse a fondamento della ‘danza’ dei
pianeti attorno al Sole.

Ha poi messo mano ad un’ edizione critica bilingue (greco e

latino) di Apollonio il grande Heiberg, pubblicandola in due

volumi assieme ai commenti di Eutocio sulle coniche. S

sono occupati di questi testi anche Paul Tannery e Zeuthen, i

Edmond Halley soliti commentatori delle opere matematiche greche tra la Johannes Kepler
(1656-1742)  finedel XIX secoloel’inizio del XX. (1571 - 1630)

Sono stati conservati numerosi commentari dell’ opera di Apollonio. Uno e dovuto a Pappo ed e
costituito da acuni lemmi che forse sono dovuti a Pappo stesso o che ha raccolto da autori
precedenti ad Apollonio, per chiarireil testo. Si tratta per 1o piti di passaggi che oggi definiamo di
Algebra geometrica, dati per scontati o sottintesi da Apollonio.
Nel commento di Pappo si hanno anche informazioni importanti sui risultati del Libro VIII andato
perduto, e come tale sono di grande valore e sono state alla base della ricostruzione congetturale
fattadaHalley.
Da una breve citazione del Lessico Suida (X-XI sec.), si apprende che Ipazia,
figlia di Teone, perita tragicamente nel 415 d.C., aveva scritto un testo di
commento assai profondo delle Coniche, assieme ad un’analoga opera
sull’ Aritmetica di Diofanto, entrambi distrutti nell’incendio della Biblioteca di (3;88122315)
Alessandria. Un quarto testo di commenti sulle Coniche é stato scritto da Eutocio,
ma esso s riferisce a soli primi quattro libri e pertanto non & di utilita per la ricostruzione delle
parti perdute. Forse lalimitazione ai primi quattro libri pud essere indice che nel VI secolo d.C. il
testo nella sua integrita non era pit noto. Questo testo di Eutocio € importante perché Eutocio
aveva informazione su acune varianti di dimostrazioni, ale quali fa riferimento Apollonio
scrivendo a Eudemo:

«E come capita, certuni di loro che mi hanno frequentato hanno ricevuto il primo ed il secondo libro prima
delle loro correzioni, e pertanto non sono stupito di vedere citati risultati che s presentano in modo diverso

[nel testo].»

V.1.2.2. Altre opere di Apollonio. Delle atre opere di Apollonio si hanno testi parziali, frammenti
o citazioni. Da Pappo desumiamo I’ esistenza di Sulla segmentazione proporzionale, incentrato

sullarisoluzione del seguente problema:
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«A partire da un punto dato, condurre una retta che tagli, su due rette di data posizione e fino a punti assegnati
su queste rette, segmenti il cui rapporto sia uguale ad un rapporto dato.»
La Prop. 111.41 delle Coniche, in cui si considerano le tangenti ad una parabola, € prossima a
quesito proposto. Una versione araba di Sulla segmentazione proporzonale, pitil 0 meno riassunto
e stata scoperta a Oxford alla fine del XVII secolo, ma la scorrettezza del testo ne haimpedito una
traduzione. Ci si & provato Halley afornirne una ricostruzione ipotetica.
Un'’ altra opera che sappiamo di mano d’ Apollonio & Sulla segmentazione seguendo un’ area, in cui
il matematico di Perge risolve il seguente problema:
«A partire da un punto dato, condurre una retta che tagli due rette di posizione data e individuando estremi di
segmenti, aventi gli atri estremi in punti assegnati che delimitano un’ area equivalente ad una data.»
Anche di questo trattato non si va a di la di ricostruzioni congetturali. E' comungue interessante
osservare che questi due testi hanno un’impronta che potrebbe definirsi di Analisi geometrica,
analoga a campo analitico di quanto hanno fatto i geometri greci per la Algebra geometrica per
I” Algebra, vero tentativo di precorrere la Geometria analitica.
Sempre in questo filone Pappo ci riferisce di | due libri della segmentazione in modo deter minato,
in cui s tenta, con gli strumenti allora disponibili, la costruzione di una teoria analoga a quella
dell’involuzione.
Un testo che, pur nella sua incompletezza, ha avuto una grande risonanza tra i matematici del
Rinascimento, € relativo ai cosiddetti punti di contatto. Sappiamo, sempre da Pappo, che s
trattava di un’opera in due Libri. In essa si tratta di come disegnare (con riga e compasso) una
circonferenza di cui siano noti tre *aspetti’ tra punti, rette tangenti, circonferenze tangenti. Questa
opera s componevadi 21 lemmi, 60 teoremi e 11 problemi. Ma gia ai tempi di Pappo il testo era
incompleto, mancando la soluzione dell’ ultimo, e ritenuto il piu difficile, dei problemi, come
determinare una circonferenza tangente a tre cerchi assegnati.
Del problema, anzi all’indietro dei vari problemi di contatto si sono occupati, ad
esempio Newton, Cartesio e prima di loro Viete. Un corrispondente di Viete, il
medico e matematico Adrien Romani 0 Van Roomen (1561 — 1615), di Lovanio,
aveva comunicato a Viéte I'avvenuta soluzione di un’equazione algebrica di
grado 45, mediante un cerchio posizionato in modo da avere il
o centro in un punto di intersezione di due iperboli. Viéte di
Frangois Viéte . . . . o
(1540-1603) risposta mostra come sia possibile risolvere il quesito in modo
piu semplice, facendo uso solo di riga e compasso e poi pubblico i risultati sul
suo Apollonius Gallicus. Cartesio affronta i problemi mediante il metodo delle

coordinate e propose a Fermat una generalizzazione alo spazio in cui S Ppierre de Fermat
(1601 - 1665)
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proponeva di individuare una sfera, dati punti di contatto.

La strada della Geometria analitica si affermava sempre di piu ed anche Newton la segue per
risolvere i problemi di Apollonio (non tutti) nella Arithmetica universalis. Per quanto riguarda il
problema dei tre cerchi ne da anche una soluzione geometrica ne | principi della filosofia
naturale, la sua opera pitl importante.

La rilevanza dei problemi proposti da Apollonio e delle soluzioni ad esse escogitate, si puo dire
che parte di Ii il lungo cammino che porta da una parte al concetto di duaitd, dall’atra alla
geometria algebrica, passando per le trasformazioni conformi e l’inversione circolare.

La precedente elencazione non esaurisce i titoli delle opere di Apollonio che Pappo ci presenta.
Da questo elenco appare chiaro che si tratta di un autore fecondo e profondo, capace di anticipare i
tempi e di proporre problemi che saranno centrali per lo sviluppo futuro della Matematica.

Ma la Matematica ‘pura non é stato il suo solo campo di indagine, in quanto si & dedicato anche
all’ Astronomia.

La sua memoria & perdurata soprattutto grazie ale traduzioni e commenti di presenti in

manoscritti arabi che hanno mantenuto vivo interesse per |’ autore di Perge.

V.2. 1l Libro| deLe Coniche.
Con questi sotto-capitoli inizial’analisi del testo di Apollonio.

V.2.1. | caratteri generali del LibroI. Il Libro I, di 115 pagine, s apre con una lettera ad Eudemo
seguita da otto definizioni relative alla generazione delle falde, dei volumi dei coni ai diametri
coniugati ed agli assi delle linee curve. Una seconda serie di definizioni, relative a centro, asse e
area caratteristica, € inseritatrale Prop. 1.16 e 1.17. | coni considerati sono a volte a una, a volte a
due falde (cono completo).

V.2.1.1. Una suddivisione delle Proposizioni del Libro I. 1l Libro contiene sessanta Proposizioni e
vari Corollari.
- LePropp. I.1. —1.3. considerano la sezione d’ un cono mediante un piano passante per |’ asse
eriguardano il cosiddetto triangolo assiale o principale del cono.
- Le Propp. 1.4. e 1.5. mostrano che in un cono obliquo a base circolare ogni sezione paralela
0 anti-parallela alla base sono cerchi.
- Le Propp. seguenti 1.6. —1.10. trattano delle curve generate da un piano secante che incontra
tutte le generatrici del cono su una stessa falda del cono, da un piano parallelo ad una

generatrice e da un piano che interseca le due falde del cono. Queste Proposizioni
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presentano gli assi delle coniche, mostrando che I'intersezione del triangolo assiale con il
piano secante il cono individua un diametro, nel senso della seguente Def. 1.4.a.

Le Propp. 1.11. —1.13, di lettura assai ardua sono le piu importanti del primo libro, trattando
delle proprieta fondamentali di ellisse, parabola e iperbole, proprieta che Apollonio deriva
dalla considerazione delle coniche nello spazio. La concezione di come ottenere in generale
le coniche da un unico cono a base circolare, al variare del piano secante, &€ opera di
Apollonio, come ci assicura Eutocio:

«Ma piu tardi Apollonio di Perge considero in modo generale che tutte le sezioni si ottengono in
gualunque cono, dritto o scaleno, dai modi diversi secondo cui il piano incontra il cono, cosa che

Gemino riportanel Libro VI de La scienza matematica.»
Inoltre Apollonio introduce parametri e coordinate.
La Prop. 1.16. considera per la prima volta, tra i geometri dell’antichit, il secondo ramo
dell’iperbole, che Apollonio chiama «sezione opposta» ottenuto dell’ intersezione della seconda
falda del cono con il piano, e interpretai due rami come un’ unica curva, che cosi diviene il
secondo tipo di conica centrata, assieme all’ ellisse.
Le Propp. 1.17 —1.51. si occupano delle reciproche posizioni di rette e coniche, individuando
se tra retta e conica s hanno una o due intersezioni oppure la retta & tangente ala conica.
Spesso in esse Apollonio si preoccupa di mostrare sotto quali condizioni esistano le
intersezioni tra retta e conica, mettendosi quindi al riparo da accusa di avere banamente
supposto un generico postulato di continuita.

Le Propp. 1.52-1.60 sono veri e propri problemi di applicazione delle coniche.

Forse data la molteplicita delle figure geometriche considerate, Apollonio € stato costretto a

denominare esplicitamente le coniche evitando le circonlocuzioni tipiche di Archimede. Cosi

introduce i nomi di parabola, ellisse eiperbole, strettamente connessi alle proprieta delle equazioni

caratteristiche in coordinate cartesiane, basandosi sul principio razionale sottinteso nella

generazione di tali curve, in rapporto anche ai cosiddetti problemi di applicazione delle aree, il

sostituto greco della formularisolutiva delle equazioni algebriche di secondo grado.

Porfirio di Tiro

V.2.1.2. La lettera a Eudemo. La tradizione di inviare i testi ad amici e
conoscenti, di cui non c’e (o non é rimasta) traccia negli Elementi di Euclide, ci
permette di trarre informazioni aggiuntive sull’ autore e sull’ ambiente scientifico
in cui s trova ad operare. E' cosi anche il caso dei rapporti epistolari tra
Apollonio e Eudemo. Di Eudemo di Rodi sappiamo che s é formato alla scuola

peripatetica di Aristotele ed e stato autore di una storia della matematica che

(233-305d.C)  purtroppo non ci & pervenuta, tranne che per alcune citazioni sparse in opere
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altrui (Teone, Clemente Alessandrino (150 — 215), Diogene Laerzio, Porfirio, Proclo, Simplicio e
Eutocio).

«Apollonio a Eudemo, salve.

Se latua sdute si e ristabilita e se, per il resto, tutto procede secondo i tuoi desideri, ne sono felice; io sto
abbastanza bene. Poiché avevo osservato nel nostro incontro, a Pergamo, che avevi fretta di avere notizia dei
miel lavori sulle coniche, te ne mando il primo libro che ho corretto, e ti inviero gli atri dopo che ne sard
soddisfatto.

Credo che non avrai dimenticato, dato che I’ avevi appreso da me, che é sullarichiesta del geometra Naucrate,
che fu mio ospite in occasione della sua presenza ad Alessandria, che mi sono impegnato nella direzione di
guesto argomento e che, quando lui fu sul punto di imbarcarsi, mi sono sentii obbligato di metterlo a corrente
di cio che avevo gia elaborato in otto libri, senza pensare alle correzioni, ma annotando tutto cio che avevo
trovato, avendo I'intenzione di effettuare una revisione ulteriore. Ora che ho avuto I’ occasione di enunciare in
successione le cose in maniera corretta, le pubblico. E poiché € avvenuto che alcuni studios tra quelli che mi
hanno frequentato hanno ricevuto il primo e il secondo libro prima che fossero corretti, non sono meravigliato
d'incontrare problemi che saranno disposti in maniera diversa.

| primi quattro libri degli otto, sono consacrati all’ esposizione degli elementi. Il primo concerne la generazione
di tre sezioni [del cono] e delle sezioni opposte, assieme alle principali proprieta esposte in modo piu
sviluppato e piu generale che presso altri autori che hanno scritto sull’argomento. Il secondo libro riguarda le
proprieta dei diametri e degli assi delle sezioni, quelle degli asintoti e riguardainoltre altre cose d’ uso generale
e necessario per le distinzioni, le spiegazioni nette e precise, vale a dire per le discussioni (

). E' in questo libro cio che io chiamo diametri e assi. Il terzo libro comprende numeros e
interessanti teoremi che sono utili nella costruzione dei luoghi solidi e nelle discussioni. La maggior parte e i
piu bel teoremi sono nuovi. D’ altra parte € concependo questi risultati che ho osservato che presso Euclide il
luogo non é costruito in rapporto a tre o quattro linee, se cid non avviene in misura accidentale, e in maniera
che non éfelice poiché non € possibile sfruttarne la costruzione senza le mie scoperte complementari. 1l quarto
libro trattain quanti modi si possono intersecare traloro due sezioni coniche e con la circonferenza del cerchio.
Questo libro comporta, inoltre cio di cui i miei predecessori non hanno trattato, in quanti punti una sezione del
cono o una circonferenza del cerchio incontrano [le sezioni opposte]. | libri restanti sono molto piu ricchi;
infatti, vi s trovano, da una parte cio che & piu specificamente sviluppato riguardo a minimi ed ai massimi;
d atra parte cio che riguarda le sezioni di coni uguali e simili; cio che si riferisce ai teoremi che esigono una
discussione e infine cio che é relativo ai problemi sulle coniche che esigono una discussione. Quanto a resto,
non ho pubblicato tutto cid pensando di togliere a quelli che le affrontano la possibilita di apprezzarle,

ciascuno alla sua maniera.

Chelafortunati siafavorevole. »
Da questa lettera € chiaro che quando Apollonio scrive, solo i primi quattro libri sono delineati
abbastanza profondamente, le poche parole che dedica agli ultimi quattro sembrano dettati dallo
stato meno elaborato della parte finale del trattato. 1l fatto che poi la storia del testo porti ad una
sostanziale divisione del testo in due parti pud essere stata motivata dalla differenza interna di
questi otto libri.
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Scopriamo le motivazioni a scrivere I’opera e il fatto che Apollonio ha viaggiato a lungo in varie
parti del Mediterraneo. Inoltre |’ opera ha avuta una stesura abbastanza lunga e complessa e, come
detto in precedenza ne sono girate le prime stesure tra alcuni addetti ai lavori.

Apollonio fa riferimento ad opere precedenti, in particolare cita Euclide, in modo critico,
indicando un’ opera che non é pervenuta.

Cerca anche di giustificare lo stile sbrigativo dell’ esposizione del suo testo, indirizzato ai colti e
non opera didattica.

V.2.1.3. Le due serie di definizioni. Nel Libro I Apollonio fornisce due serie di definizioni. Per
motivi espositivi in questi appunti tali definizioni verranno indicate con le lettere ae b. La prima
serie di definizioni ne comprende otto.

«Definizione I.1.a. Se, da un certo punto, si conduce a una circonferenza di un cerchio, non situato nello stesso
piano di quel punto, una retta prolungata da una parte al’ atra, e se, restando fisso il punto, laretta circolando
seguendo la circonferenza, riprende la posizione da cui essa ha iniziato a muoversi, chiamo superficie conica
quella che, descritta dalla retta, € composta da due superficie opposte che seguono il vertice, di cui ciascuna
cresce verso I'infinito, la retta generatrice essendo essa stessa prolungata verso I'infinito. Chiamo vertice di
questa superficie il punto fisso, e il suo asse laretta condotta dal punto eil centro del cerchio.

Definizione 1.2.a. Chiamo cono la figura delimitata dal cerchio e dalla superficie conica situata dal vertice e la
circonferenza del cerchio; vertice del cono il punto che & vertice stesso della sua superficie; I'asse del cono la
retta condotta dal vertice al centro del cerchio; elabaseil cerchio.

Definizione 1.3.a. D’altra parte, tra i coni, si dicono retti quelli che hanno gli assi perpendicolari ala base, e
obliqui quelli che non hanno gli assi perpendicolari ale basi.

Definizione 1.4.a. Chiamo diametro di ogni linea curva situata in un solo piano la retta, che condotta dalla linea
curva, tagliain due parti ugudi tutte le linee rette condotte dalla linea parallelamente ad una retta qualunque;
vertice della linea [curva] I’estremita di quella retta, ed infine chiamo rette condotte in maniera ordinata a
diametro ciascuna delle parallele.

Definizione 1.5.a. Chiamo cosi, nella stessa maniera, diametri di due linee curve situate in uno stesso piano, da
una parte, larettatrasversale che, intersecando queste due lineg, tagliain due parti uguali tutte |e rette condotte
parallelamente a una retta qualunque in ciascuna di queste linee, e vertice le estremita del diametro situate su
queste linee; d dtra parte, la retta che, situata tra le due linee, taglia in due parti uguali tutte le rette condotte
parallelamente ad una retta qualunque, e intercettate trale linee; infine, chiamo rette condotte in modo ordinato
a diametro ciascuno di queste paralele.

Definizione |.6.a. Chiamo diametri coniugati di unalineacurvae di duelinee curvelerettedi cui ciascuna e un
diametro che divide in due parti uguali lerette parallele all’ altra.

Definizione 1.7.a. D’altra parte, chiamo asse d'una linea curva e di due linee curve la retta che, diametro di
questalinea o di queste linee, tagliale parallele secondo angoli retti.

Definizione I.8.a. Chiamo assi coniugati di unalinea curva e di due linee curve le rette che, diametri coniugati,

tagliano reciprocamente le loro parallele secondo angoli retti.»
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Gia in guesta serie di definizioni s avverte un grande cambiamento rispetto al’immagine di

Geometria che s era stabilita da Euclide a Archimede, anche se aperture verso nuovi campi erano

avvertibili nell’ operadel Siracusano.

Senza alcuna remora Apollonio nella Def |.1.a adopera rette «prolungate al’infinito». L’uso del

participio passato del verbo prolungare, toglie di torno la potenziadita e contempla I'ente

geometrico in atto e non in potenza come avviene per la superficie che «cresce verso I'infinito». Ma

I"infinito nominato due volte nello stesso testo, a stretto contatto tra le due istanziazioni mostra

che lapauradi nominarlo é gia un retaggio del passato.

Anche I'idea di una superficie [conica] che si trovi ad essere costituita di due falde connesse da un

unico punto € assai innovativa ed ha come conseguenza la presenza di cio che Apollonio chiama

linea curva (costituita da un solo ramo) o due linee curve (costituita da due rami).

In tutte le definizioni seguenti il matematico di Perge distingue sempre il caso che la linea curva

sia una o sia formata da due, senza parlare di parabola, €ellisse e iperbole, che compaiono

esplicitamente come segue: parabola (Prop. 1.11); iperbole (Prop. 1.12) ed infine ellisse (Prop.

1.13).

Nella Def. |.4.a. compare la dizione «chiamo rette condotte in maniera ordinata al diametro», da cui deriva
il termine moderno di ‘ordinata’ associata alla seconda componente di un punto
in un riferimento cartesiano. E di fatto Apollonio sta proprio introducendo un
sistema di riferimento, basato sugli ass delle coniche, utile per studiare
proprieta delle coniche. Non s ha una impostazione cosi chiara e parzialmente
slegata dal contesto geometrico, a favore di una stretta connessione con quello

Nicola di Oresme - . S . . . L \

(1323-1382) analitico, come ai nostri giorni, ma il primo passo in quella direzione é fatto.

Sarebbe interessante sapere se le latitudini di Nicola di Oresme, quello che é considerato il primo

esempio di piano cartesiano, si sono ispirate ai testi di Apollonio. Da punto di vista cronologico

Nicola avrebbe potuto esserne a conoscenza, data I’ esistenza di manoscritti arabi del IX secolo e

la diffusione della conoscenza della lingua e cultura arabe nel mondo medievale.

Interessante anche la distinzione tra superficie conica (a due falde) e cono. La superficie conica &

«quella», sottintendendo superficie, ottenuta dinamicamente, facendo ruotare unaretta, il cono é «a

figura», sottintendendo solida, delimitata da vertice, e un cerchio e la superficie conica. S ha

quindi una differenza fondamentale tra il cono di Euclide (accettato anche da Archimede),
costituito dalla rotazione di un triangolo rettangolo. Ora con la scelta di partire dalla superficie

conica, spariscono (apparentemente) le distinzioni di coni acutangoli, angoli, ottusangoli e

rettangoli, dato che I’angolo del cono viene dopo la superficie, in quanto la definizione di asse &

successiva. Con la definizione euclidea non era possibile definire il cono obliquo, dato che la
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rotazione del triangolo rettangolo avrebbe fornito solo un cono obliquo con base non circolare.
Quindi Apollonio propone una nuova figura solida.

Anche Apollonio & pero legato al vincolo “culturale” del cono generato da una circonferenza e
nonostante introduca delle figure ben piu generali, si trova non le sfrutta per arrivare, ad esempio
ad un cono iperbolico (come invece avviene nell’ attuale Geometria analitica).

In questa serie di definizioni compaiono delle “generiche” linee curve che poi, come detto sopra,
s precisano in coniche ad uno o a due rami, per cui la definizione sembra molto piu generale. E’
pero facile vedere che presa quella che oggi chiamiamo linea curva, le definizioni non hanno piu
molto senso. Queste circonlocuzioni usate rendono ‘pesanti’ le definizioni della primaserie.

La seconda serie di definizione ne comprende solo tre, che appaiono piu stringate delle precedenti,
anche per avere inserito nei testi delle Proposizioni precedenti la Prop. 1.17, i nomi espliciti delle
curve che considerera

«Definizione |.1.b. Il punto che, nell’iperbole e nell’ ellisse, divide un diametro in due parti uguali & chiamato il
centro della sezione; e laretta condotta dal centro ad un punto della sezione € detta un raggio della sezione.
Definizione 1.2.b. Parallelamente, si chiama anche il centro delle sezioni opposte il punto che divide un
diametro traverso in due parti uguali.

Definizione |.3.b. D’ altra parte, |a stessa retta che, condotta dal centro parallelamente, in maniera ordinata, &
media proporzionde tra i lati della figura, ed € divisa in due parti uguali dal centro, si chiama il secondo

diametro.»
Ad Apollonio dobbiamo anche la dicitura di alcuni oggetti matematici connessi come la
“generatrice” gli assi (nella prima serie di definizioni) e il centro di una conica (nella seconda
serie).

V.2.3. Le prime Proposizioni. Per apprezzare meglio lo stile espositivo di Apollonio, si illustrano
alcune trale prime Proposizioni.

«Proposizione |.1. Le rette mandate dal
vertice di una superficie conicaai punti
situati su questa superficie giacciono
sulla superficie.

g Dimostrazione 1. Sia data una
superficie conica di vertice il punto A.
Si prenda un punto B sulla superficie e
s conduce la retta AB che congiunge i
due punti. Dico che la retta ACB &

giace sullasuperficie.

1| aparola Dimostrazione non ¢’ & sul testo di Ver Eecke, come, per altro, non ¢’ erané su quello di Euclide e neppure su quello di
Archimede, mail distacco tra |’ enunciato e la dimostrazione era segnato dal cambiamento di carattere, e questo non € presente nel
testo di Apollonio.
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Infatti, s suppone per assurdo che non sia Situata e sia DE la retta che descrive la superficie ed EF il cerchio
che & seguito dallaretta ED. Maseil punto A resta fisso, la retta DE muovendosi seguendo la circonferenza del
cerchio EF passera anche per il punto B e le due rette avranno gli stessi estremi; cid € impossibile. Di
conseguenza, larettadi congiunzione [di AB] non pud non giacere sulla superficie; dunque essa € situata sulla
superficie.

Corollario alla Proposizione 1.1. Inoltre € chiaro che, se s congiunge mediante una retta il vertice con

qualunque punto situato al’interno della superficie, questa retta cadra al’interno della superficie conica e che

sesi congiunge il vertice con punti esterni, laretta sara situata all’ esterno della superficie.»
La dimostrazione & poco convincente, avvalendosi di un principio di continuita non esplicitato e
questo soprattutto nel Corollario. Non s fa riferimento a risultati precedenti, ovviamente perché
non ce ne sono sul presente testo, ma neppure a risultati di matematici precedenti, cio che invece
avviene in molte Proposizioni seguenti, s tratta quindi, come spesso accade nelle prime
Proposizione del Libri di Euclide, di introdurre i ‘personaggi’ di cui si parlera in seguito,
delineandone anche le ‘ personalita’.
Il testo si avvale della figura qui riprodotta (da me con una certa difficoltd) in cui si accenna alle
due falde del cono. In tale figura compaiono delle ellissi che vorrebbero dare una visione
prospetticadi cerchi.
Dal punto di vista dimostrativo il disegno non puo essere utilizzato come prova sintattica, anzi
mostra come ci S avvalga non di risultati provati, ma di un generico buon senso. La
conclusione di impossibilita & piuttosto legata al’ argomentazione vista a commento della Eucl.
Prop. X1.3 (cfr. 111.9.2.2), e dell’ uso probabile della Noz. com. presente in un tardo manoscritto
degli Elementi (e ritenuta spuria) che afferma «Due rette non possono comprendere uno spazio».
S é quindi in presenza di un’argomentazione, piuttosto che di una dimostrazione e cid si pud
addebitare alla non completa formalizzazione dei termini primitivi e degli assiomi in cui i muove
Apollonio in queste prime Proposizioni.
Lo stile espositivo € analogo per
«Proposizione |.2. Se si prendono due punti nell’ una o nell’ atra delle superficie disposte dopo il vertice, e se
la retta che congiunge questi punti non s dirige verso il vertice, questa retta cadra
A al’interno della superficie mentre il suo prolungamento sara all’ esterno.»
il cui asserto puo riassumersi col fatto che dato il cono a due falde, ciascuna
falda é convessa (manon il cono completo).
Con la successiva Proposizione si passa alla considerazione dei coni (e non
delle superficie coniche).
B c «Proposizione 1.3. Allorché un cono € tagliato da un piano passante per il vertice, la

sezione é un triangolo.
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Dimostrazione. Sia dato un cono, il cui vertice siail punto A, e la cui base € il cerchio BC. Tagliamolo con un
piano passante per il punto A, determina, come sezioni, le rette AB e AC sulla superficie e laretta BC sulla
base. Dico che ABC € un triangolo. In effetti, poiché laretta AB € la sezione comune del piano secante e della

superficie conica, AB € unaretta. Accade lo stesso per AC. Ora, BC € pure una retta; di conseguenza ABC € un
triangolo. Dacid, quando un cono € tagliato da un piano passante per il vertice, la sezione € un triangol 0.»
Il disegnoin cui il cerchio di ‘base’ e rappresentato da una ellisse, mostra un piano perpendicolare
ala base, passante per il vertice e contenente |’asse del cono, sicché s ottiene il massimo
triangolo, quello che pud venire detto triangolo assiale o principale, cui s fariferimento implicito
nella successiva Prop. 1.5. Nel caso di un cono retto, un piano per il vertice, perpendicolare alla
base, contiene I’asse deél cono, ma se si considera un cono obliquo tale coincidenza pud non
realizzarsi, tuttavia trai piani del fascio individuato dall’ asse ce n’ é sicuramente uno (e in guesto
caso uno solo, individuato dall’asse e dalla retta per il centro del cerchio perpendicolare al
cerchio) che é perpendicolare alla base; determina in modo univoco il triangolo massimo di
sezione del cono.
Il testo, o forse solo la traduzione di gui presentata, non mette in sufficiente evidenza il fatto
che un piano passante per un vertice possa non intersecare il cono (oltre che nel vertice) o essere
solo tangente alla superficie conica. Ci sarebbero quindi da considerare anche questi ‘cas limite'.
Secondo Eutocio, in una prima versione, questo risultato veniva provato per assurdo.
L’enunciato della Prop. I.4 il seguente:

«Proposizione 1.4. Quando una o I’atra delle due falde disposte di seguito al vertice € tagliata da un piano

parallelo a cerchio seguendo il quale si muove la retta che descrive la superficie, il piano intercettato dalla

superficie sara un cerchio avente il suo centro sull’asse, mentre la figura delimitata dal cerchio e dalla
superficie conica, separata dal piano secante, dalla parte del vertice, sara un cono.»
Nella Prop. 1.5 compare un nuovo concetto che pud definirsi col nome di antiparallelismo:

«Proposizione |.5. Se un cono obliquo é tagliato perpendicolarmente alla base da un piano passante per I’ asse,
e se e tagliato da un altro piano perpendicolare al triangolo passante per I’ asse, separa, dalla parte del vertice
un triangolo simile a triangolo passante per |’asse, ma posizionato in senso contrario, la sezione sara un
cerchio; e noi chiameremo tale sezione la sezione di senso contrario.

Dimostrazione. Sia dato un cono obliquo il cui vertice e il punto A, e la cui base € il cerchio BC. Tagliamolo
mediante un piano passante per I'asse, perpendicolare a cerchio BC, e determinante
come sezione il triangolo ABC. Tagliamo ancora mediante un altro piano,
perpendicolare a triangolo ABC, che separa, dalla parte del punto A un triangolo AKH,
simile a triangolo ABC, posizionato in senso contrario, vale adirein modo che I’ angolo
compreso tra le rette AK, KH sia uguale all’ angolo compreso dalle rette AB, BC, e che
questo piano determini lalinea[conica] HFK come sezione della superficie. Dico chela
lineaHFK & un cerchio.

Infatti, s considerino i punti arbitrari F,G sulle linee HFK, BC, rispettivamente e dai
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punti e G si conducano le perpendicolari a piano del triangolo ABC, esse intersecheranno le sezioni comuni
dei piani. Si ottengono cosi le rette LF e GM e, conseguentemente, la retta LF € parallela alla retta GM.
Conduciamo dal punto L laretta DLE paralelaallaretta BC. Ora, laretta LF € anche paralleladlaretta GM; di
conseguenza, il piano passante per le rette LF e DE ¢ parallelo alla base del cono (Eucl. Prop. XI.15.), ed
individua un cerchio il cui diametro € laretta DE (Prop. 1.4). Pertanto, il rettangolo compreso tra le rette DL,
LE equivale al quadrato della retta LF (Eucl. Corollario della Prop.V1.8.). E poiché laretta ED € parallela alla
retta BC, I’angolo compreso tra le rette AD, DE € uguae al’angolo compreso tra le rette AB, BC. Ora, s &
assunto che I'angolo compreso tra le rette AK, KH sia uguale all’angolo compreso tra AB e BC; di
conseguenza, I'angolo compreso tra AK, KH e anche uguale all’angolo tra AD e DE. Ora, gli angoli aventi
verticein L sono anche uguali e pertanto il triangolo DLH e simile a triangolo KLE (Eucl. Prop. VI1.4.). Dacio
larettaHL staallarettalLD come laretta EL staalaretta LK e, di conseguenza, il rettangol o individuato da EL
e LD equivale a rettangolo KL, LH (Eucl. Prop. VI1.16.). Ma é stato dimostrato che il rettangolo compreso da
EL, LD equivale a quadrato della retta LF; dunque, il rettangolo compreso da KL, LH equivale anche al
quadrato dellaretta LF. Si dimostrera analogamente che i quadrati di tutte le perpendicolari mandati da punti
della linea HLK sulla retta HK sono equivalenti a rettangolo compreso sotto i segmenti della retta HK; di

conseguenza, la sezione € un cerchio, il cui diametro € laretta HK. »
In questa dimostrazione vengono richiamati alcuni risultati riscontrabili sugli Elementi di Euclide.
Si tratta del Corollario della Prop.V1.8 (cfr. 111.6.3.4.), della Prop. V1.4 (cfr. 111.4.) e della Prop.
VI1.16. (cfr. 111.6.3.5.). Néella figura (copiata dal testo) deve esserci un errore, dato che I’angolo
AKH é ben diverso dall’angolo ABC. In realta |’ angolo AHK €& piu prossimo all’ angolo ABC. Forse
s tratta di uno di quei problemi legati alla rappresentazione piana di oggetti stereometrici o
semplicemente di uno scambio di lettere.
S usa poi I'inverso del Corollario della Eucl. Prop. V1.8, vale a dire del secondo teorema di
Euclide. Infatti detto Corollario afferma che in un triangolo rettangolo il rettangolo delle due
proiezioni dei cateti sull’ipotenusa e equivalente al quadrato dell’ altezza relativa all’ipotenusa e
viene invece utilizzato per dire che se in un rettangolo le proiezioni dei lati minori sul lato
maggiore sono tali che il rettangolo da individuato e equivalente al’ altezza relativa a lato
maggiore, alorail triangolo e rettangolo.
Infatti, facendo riferimento alla figura seguente, ed utilizzando un po’ liberamente i simboli, si ha
A AH? = BH-HC; BC? = (BH+HC)-(BH+HC) = BH? + 2BH-HC + HC?
= (BH?* + AHY) + (AH? + HC) = AB? + AC% Ma questa
affermazione, per la Eucl. Prop. 1.48. (cfr. 11.4.6.), comporta che

ABC é un triangolo rettangolo (in A).
Di qui s ottiene che tenendo fisso il segmento BC, il punto A descrive una (semi) circonferenza, in
guanto se un triangolo € inscritto in un segmento circolare ed e rettangolo, allorail segmento € una

semicirconferenza.
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Il testo della Prop. 1.5 introduce con |’enunciato una frase ipotetica in cui spicca un articolo
indeterminativo «Se un cono obliquo & tagliato perpendicolarmente alla base da un piano passante per I’ asse».
Questa frase ipotetica e | articol o indeterminativo sono pero fuori luogo dato che, come si é detto,
di piani per I’asse e perpendicolari alla base ce né solo uno (se il cono e obliquo), mentre sono
infiniti se il cono é retto. Dunque pud venire il sospetto che obliquo stia per ‘generico’, il che
spiegherebbe I’ articol o indeterminativo.

V.2.4. Le denominazioni delle coniche e le ‘coordinate cartesiane’. Le Propp. .11 — 1.13 negli
enunciati forniscono i nomi delle curve coniche, cosi come noi oggi li conosciamo. S tratta quindi
di Proposizioni fondamentali per questo libro e per I’intero trattato perché finalmente svelano e
giustificano il titolo che Apollonio ha adottato per la sua opera. Facendo questa scelta Apollonio si
distacca dai suoi predecessori che hanno preferito usare perifrasi per indicare le sezioni, dato che
per cambiare conica, cambiavano cono, mentre ora Apollonio mantiene fisso il cono e cambia la
posizione dei piani.
V.2.4.1. La parabola. In particolare il termine ‘parabola &, in un certo senso il piu difficile da
creare. Ellisse e iperbole erano termini legati, rispettivamente, a mancanza e ad eccesso. || verbo
ha il senso di mettere in parallelo, anche in senso metaforico, come le parabole
evangeliche, e quindi di applicare una situazione al’atra. Nel contesto geometrico la parabola si
ottiene mettendo parallelo il piano di sezione e una generatrice ottenendo cosi come sezione tra
piano principale e piano secante una rette parallela al triangolo assiale.
In queste tre Proposizioni compaiono, con perifrasi spesso oscure le proprieta fondamentali della
parabola espresse con i ‘surrogati’ greci delle coordinate cartes ane.

«Proposizione |.11. Se un cono é tagliato da un piano passante per |’ asse e se e tagliato da un altro piano che
tagliala base del cono secondo una retta perpendicolare alla base del triangolo passante per I'asse; se, in piu, il
diametro della sezione é paralelo ad uno dei lati del triangolo passante per I'asse, il quadrato di ciascuna
sezione comune del piano secante e della base del cono, fino a diametro della sezione, equivale al rettangolo
delimitato dalla retta che stacca sul diametro, dalla parte del vertice della sezione, e mediante una certa retta il
cui rapporto ala retta situata tra I’angolo del cono e il vertice della sezione € lo stesso di quello del quadrato
della base del triangolo passante per |’ asse rispetto a rettangolo delimitato dai due lati restanti del triangolo.
Noi chiameremo una tale sezione una parabola

Dimostrazione. Sia dato un cono il cui vertice € il punto A, e la cui base & il cerchio BC.
Tagliamolo con un piano passante per I’ asse, che determina come sezione il triangolo ABC.
Tagliamolo con un altro piano che interseca la base del cono secondo una retta DE,
perpendicolare alla retta BC e [piano] che determina la linea DFE come sezione sulla
superficie del cono, mentre il diametro FH della sezione € parallelo ad uno dei lati AC del
triangolo passante per I'asse. Si conduca ora dal punto F la retta FG perpendicolare ala

retta FH e in modo che FG stia a FA come il quadrato di BC sta a rettangolo di lati BA e
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AC. Infine prendiamo un punto qualunque K sulla sezione e mandiamo da K la retta KL parallela a DE. Dico
cheil quadrato dellaretta KL equivale al rettangolo di lati GF e FL.

Infatti, conduciamo dal punto L laretta MN parallela alaretta BC. Ora, laretta KL € anche parallela alaretta
DE; dunque, il piano passante per le rette KL e MN é parallelo a quello che passa per le rette BC, DE (Eucl.
Prop. X1.15.), vale a dire e paralelo ala base del cono. Di qui, il piano passante per le rette KL, MN € un
cerchio di cui un diametro € laretta MN (Prop. 1.4.). Di piu, laretta KL € perpendicolare alla retta MN, poiché
laretta DE € anche perpendicolare ala retta BC (Eucl. Prop. X1.10.); di conseguenza, il rettangolo delimitato
dallarette ML e LN equivale a quadrato della retta KL. E poiché GF sta a FA come il quadrato di BC sta al
rettangolo di lati BA e AC e cheil rapporto del quadrato di BC rispetto al rettangolo di lati AB e AC € lo stesso
che il rapporto composto di quello di BC a CA e quello di BC a BA (Eucl. Prop. VI1.23.), ne segue che il
rapporto GF rispetto a FA s compone del rapporto di BC rispetto a CA e di quello di CB rispetto a BA. Ora,
MN sta a NA, o che e lo stesso, che ML staa LF, come BC staa CA (Eucl. Prop. VI.4.), mentre MN sta a MA,
come LM staa MF, ed infine [ permutando e scomponendo] come NL staa FA (Eucl. Prop. VI1.2.); ne discende
cheil rapporto di GF rispetto a FA si compone del rapporto di ML rispetto aLF e di quello di NL rispetto a FA.
Ora, il rapporto composto dei rapporti ML:LF e di LN:FA costituisce il rapporto del rettangolo di lati ML, LN
rispetto a rettangolo di lati LF,FA; dunque, il rettangolo delimitato da ML, LN sta al rettangolo di lati LF, FA
come GF staa FA. Ora, essendo presa come altezza comune laretta FL, il rettangolo delimitato da GF,FL sta
al rettangolo di lati LF, FA come GF staa FA, e di conseguenza, il rettangolo delimitato dai lati GF e FL staal
rettangol o delimitato da LF, FA come quello che ha per lati ML, LN sta a rettangolo di lati LF, FA. Dacio, il
rettangolo di lati ML, LN equivale a rettangolo delimitato da GF, FL (Eucl. Prop. V1.9.). Ora, il rettangol o di
lati ML, LN equivale a quadrato della retta KL; dunque il quadrato dellaretta KL equivale a rettangolo di lati
GF,FL.

Quanto &l resto, chiamiamo una tale sezione una parabola; mentre che noi chiamiamo la retta GF |a retta

secondo la quale si rapporta le potenza delle rette condotte in modo ordinato sul diametro FH; retta che noi
chiameremo ancoralato diritto.»
La dimostrazione e faticosa, anche perché manca il simbolismo algebrico che renderebbe assai piu
sempliceil calcolo (e ladimostrazione stessa). Si tratta comunque di un passo ricco di importanza,
non tanto per la dimostrazione in sé ma per le anticipazioni che reca, foriere di uno sviluppo assal
ampio, che ha pero dovuto attendere il XV1I secolo.
Nel testo si allude ad alcune risultati di Euclide, alcuni gia presenti negli appunti ed altri che non
sono stati finora citati, nell’ ordine in cui appaiono nel testo di Apollonio:
«Eucl. Prop. X1.15. Se due rette che si incontrano sono parallele a due rette che si incontrano e che non sono
nello stesso piano, i piani che passano per queste rette sono paralleli.»
«Eucl. Prop. X1.10. Se due rette che si incontrano sono parallele a due rette che s incontrano e che non sono
nello stesso piano, queste rette individuano angoli uguali. »
«Eucl. Prop. V1.23. | parallelogrammi equiangoli stanno traloro secondo la ragione compostadei loro lati. »
Eucl. Prop. V1.4 (cfr. 11.4.)
Eucl. Prop. VI.2. (cfr. 111.6.3.1.)
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e
«Eucl. Proposizione V1.9 Le grandezze che stanno nello stesso rapporto con una stessa grandezza sono uguali
traloro; e le grandezze con le quali una stessa grandezza ha uno stesso rapporto sono anche uguali traloro. »
La costruzione di FG € il punto cardine della dimostrazione. Nella figura non sono rispettate le
proporzioni perché FG risultava un segmento molto piccolo.
Dato il cono e il suo triangolo assiale, sono assegnati il lati del triangolo AB, AC, BC. Al variare
della posizione del piano secante. La cui intersezione con il cono fornisce la parabola, esso passa
per un punto F della generatrice del cono (e quindi del lato AB del triangolo assiale) che varia. Il
segmento AF € una grandezza che puo variare, ma che una voltafissato il piano resta fissata. Essa
svolgeil ruolo di parametro relativo ala conica che risulta dall’ intersezione del cono con il piano,
cosi come varierebbero i coefficienti dell’ equazione di una parabola, una volta fissato un sistema
di riferimento, se la parabola cambiasse posizione nel piano. Se si vuole ricondurre la parabola ad
un’ equazione canonica, ad esempio y = X, bisogna scegliere opportunamente la posizione degli
assi coordinati e I’unita di misura. Questo é esattamente il ruolo del segmento GF, ed in questo
Senso S puod assimilarlo ad un parametro.

Eutocio insegna come costruire GF. Ripercorrendo la costruzione di Eutocio con simboli

2
‘scorretti’ e moderni, s vuole che S = B¢
FA BAXAC

incui XY e Z siano da determinare, si prolunga XY con un segmento YT tale che YT-YZ = BC?, cid

. Ma dato un rettangolo tale che XY-YZ=BA-AC,

e facile da realizzare con riga e compasso sfruttando la Eucl. Prop. 1.43 (cfr. 111.2.). 1l disegno

successivo riassume la costruzione e s € cercato di evidenziarla con i colori. Si ha quindi

—=———=——. D’dltra parte s puo
FA  XYXZ XY

giustificare la ‘semplificazione’ in quanto i

rettangoli XZ e TZ hanno la stessa altezza

[V | quindi il rapporto delle loro aree uguaglia il
! .

rapporto delle loro ‘bas’. Quindi per
trovare T, conoscendo i lati del triangolo,

basta conoscere il segmento XY. Pertanto

per trovare il punto G, basta assumere XY =

FA ed ottenere con questa costruzione GF =
YT.
A parte questi dettagli tecnici, il punto veramente innovativo ed interessante € provare quella che

era stata assunta (senza dimostrazione) da Archimede come Quad. parabola Prop. 3, usando la
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geometria ‘classica ma con un’ apertura a procedimenti che ricordano molto da vicino il metodo
delle coordinate di Cartesio.

La parte tecnica della dimostrazione sembra molto complessa, ma come s € detto prima, mediante
un opportuno strumento algebrico rende piu semplice I'insieme delle considerazioni. Nella
dimostrazione s trasformano proporzioni e rapporti. Si parte dal fatto che ML-LN = KL?

GF _ BC? _BC BC. . MN ML _BC MN _LM N .
—=———=—x—; inoltre —=—=—, ——=—— pe la dmilitudine de
FA BAxXAC CA BA NA LF CA MA MF

. . ML _BC T o . . .
triangoli AMN e FML, e ME :a, per la similitudine dei triangoli FML e ABC. S ha poi da
MN _ LM MN _ MA , MN- LM _ MA- MF .
—— =——, permutando, —— =——, da cui scomponendo, = , valeadire
MA MF LM  MF LM
NE_ ﬁ, da cui permutando NE_ ML _ B—C. Mettendo assieme queste uguaglianze s ha
LM MF AF MF BA

GF _BC BC _ML_NL _ML>NL _ . . GF _ ML:>NL
—=—*%—=——x—=——_§ é cosl temporaneamente concluso — =——.
FA- CA BA LF AF LFxAF FA LF xAF

Moltiplicando entrambi i membri numeratore e denominatore della prima frazione per LF s ha
GF>LF _ GA _ ML>NL

FAXF FA LFxAF

perpendicolare a MN e la sezione del cono con un piano paralelo ala base € un cerchio. In

. sicché GF-LF = ML-NL = KL? cio in virtl del fatto che KL &

conclusione GF-LF = KL2 Se ora s pensaa GF, lato dritto, il parametro, uguale a 1, s ha che
I’ordinata LF € uguale a quadrato dell’ ascissa KL.

La chiusa della dimostrazione specificai ruoli di parametro, ordinata e ascissa.

Ver Eecke avverte che d'ora in poi usera la dizione abbreviata ‘parametro’, invece della

circonlocuzione usata da Apollonio. Un esempio s vede nelle successive Proposizioni.

V.2.4.2. L'iperbole ed €llisse. Il nome iperbole , home creato da Apollonio, lo s fa
derivare dal verbo greco , hel senso di sorpassare, andare oltre, in quanto la somma
dell’angolo del cono e dell’ angolo formato dalla curva con I’ asse supera due angoli retti. 11 verbo
greco potrebbe anche veicolare |'idea di gettare al di 13, tenendo conto che in questo caso il piano
incontral’ altrafalda del cono, quellaal di ladel vertice. Questa curva é I’ argomento della

«Proposizione 1.12. Se un cono € intersecato da un piano passante per |I’asse, e se € intersecato da un altro

piano che interseca la base del cono secondo una retta perpendicolare alla base del triangolo passante per

I’ asse; se, inaltre, il diametro prolungato della sezione incontra uno dei due lati del triangolo per I'asse al di |1a

del vertice del cono, il quadrato di retta condotta ad un punto della sezione, parallelamente alla sezione comune

del piano secante e della base del cono, fino a diametro della sezione, sara equivalente ad un’ area applicata di

seguito ad una certa retta, con la quale il rapporto della retta situata nel prolungamento del diametro della

sezione, e che sottende I’ angol o esterno del triangolo, € 1o stesso del rapporto del quadrato della retta condotta
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dal vertice del cono parallelamente a diametro della sezione, fino alla base del triangolo, rispetto al rettangolo
delimitato dai segmenti della base, determinata dalla retta condotta; area che ha come larghezza la retta
staccata sul diametro da questa prima retta, dal lato del vertice della sezione, e aumentata di una figura che,

simile al rettangolo delimitato dalla retta sottendente I’angolo esterno del triangolo, e dal parametro, &

similmente posta. Chiameremo una tale sezione unaiperbole.»
L’enunciato di questa Proposizione € assai complesso, molto per le difficolta di esprimere
relazioni, non semplici, tra le grandezze in gioco, molto anche per la carenza di scelte linguistiche
che rendano piu semplice I’ espressione di questa Proposizione e delle successive applicazioni. Si
potrebbe riassumer I’enunciato dicendo che nella sezione conica considerata il quadrato
dell’ ordinata equivale ad una grandezza (area) costituita da un rettangolo avente il parametro per
altezza, |’ ascissa come base a quale si aggiunge rettangolo simile a quello che ha |’ asse traverso
come base e il parametro per altezza. Si hacosi che indicatacony I’ ordinata, con x |’ ascissa con a

I'asse traverso e con p il parametro, I'enunciato della Proposizione e [I'affermazione

y2 = px+£x2. Questa € I’equazione cartesiana dell’iperbole in rapporto alla scelta degli assi
a

obliqui, di cui uno é un diametro e I’altro la tangente alla conica nel punto di intersezione tra
conica e diametro.
Come s vede I'uguaglianza algebrica chiarisce la situazione molto di piu della scrittura con
rapporti e proporzioni, strumento unico disponibile per Apollonio.
La dimostrazione si avvale delle stesse tecniche viste in azione nella Prop. 1.11, sfruttando la
similitudine di triangoli opportunamente formati, con |’ aggiunta sempre del parametro che viene
definito mediante il rapporto con la distanza dal vertice dell’intersezione tra generatrice e piano
secante, che viene imposto uguale al rapporto tra un quadrato ed un rettangolo in cui compaiono
misure del cono, indipendenti dalla sezione.
In questa Proposizione s fa solo delle Proposizioni euclidee, gia citate a proposito della Prop. 11,
sulle proprieta delle proporzioni.
Di uguale complessita e la

«Proposizione |.13. Se un cono & intersecato da un piano passante per |’ asse, e se e pure intersecato da un altro

piano che, incontrando ciascuno dei lati del triangolo passante per I'asse, non € posto né parallelamente, né
antiparallelamente alla base del cono; se, inoltre il piano di base ed il piano secante s incontrano lungo una
retta perpendicolare alla base del triangolo passante per |’ asse, o perpendicolare a prolungamento di questa
base, il quadrato di tutta la retta condotta dalla sezione del cono, parallelamente alla sezione comune dei piani,
fino al diametro della sezione, sara equivalente ad un’area applicata seguendo una certa retta, con la quale il
rapporto del diametro della sezione e uguale a rapporto del quadrato della retta condotta, dal vertice del cono,
parallelamente a diametro della sezione, fino ala base del triangolo, a rettangolo delimitato dalle rette che
staccano questa ultima retta sui lati del triangolo; area avente come larghezza la retta staccata sul diametro da
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questa primaretta, dalla parte del vertice della sezione, e diminuita di unafigurasimile a rettangolo delimitato

dal diametro e dal parametro, e similmente posto. Chiamiamo tale sezione una ellisse.»
Anche qui il testo non e chiaro, sia per questioni terminologiche, sia per il motivo che fa
riferimento ad una figura complessa, senzala quale é difficile orientarsi.
Al solito, la formulazione agebrica & molto piu semplice, esprimendo il fatto che il quadrato
dell’ordinata s pud ottenere come la differenza di un rettangolo avente per dimensioni il

parametro e I'ascissa ed un ulteriore rettangolo simile a quello che ha per dimensioni date da

parametro e il diametro. S ha pertanto y2: pX - Py2 Anche in guesto caso S tratta
a

dell’ equazione cartesiana di un’ellisseriferitaagli assi obliqui dati da un diametro e dalla tangente
all’dlisse al’ estremita di tale diametro.
E’ ancora Apollonio ad introdurre il termine ellisse, , abbandonando la perifrasi di sezione
di un cono acutangolo. L’origine del termine ha ricevuto spiegazioni diverse. Eutocio nel suo
commento adotta il significato del verbo interpretandol o essere mancante e fa osservare
che la somma dell’angolo del cono e dell’ angolo formato dall’ asse della curva con la generatrice
del cono € minore di due angoli retti. Propone poi una seconda origine, interpretando lo stesso
verbo come essere carente da qualche parte e fa osservare che la curva in questione € un cerchio
imperfetto. Secondo Heath il nome deriverebbe dall’enunciato di Apollonio, in quanto afferma
che il quadrato dell’ ordinata equivale ad una certa area alla quale manca ( ) una certa altra
area.
La dimostrazione s basa sulle stesse tecniche messe in opera nelle due precedenti, senza
richiamare altri risultati euclidei e sulla determinazione del parametro sempre condizionato dalla
distanza del punto di intersezione con la generatrice del piano secante e dalla geometria del
triangolo assiale. Vengono sfruttati similitudini di triangoli e proprieta delle proporzioni. E’
importante osservare che si chiede che il piano non sia né parallelo, né antiparallelo, perché in tal
caso, come visto nella Prop. 1.5 si ottiene un cerchio. Si sfruttaanche la

«Proposizione 1.9. Se un cono é segato da un piano che incontra ciascuno dei lati del triangolo passante per

I asse senza essere né parallelo, né condotto in senso contrario, la sezione non sara un cerchio.»
S noti che queste cautele di Apollonio sono “superflue’. Se infatti la sezione fosse un cerchio,
questo porterebbe soltanto ad affermare I’uguaglianza tra asse e parametro, quindi |I’eguazione
diverrebbe y* = px — x*. Questa generalita non & stata apprezzata da Apollonio.
La Prop. 1.14 faancora riferimento alla superficie conica opportunamente intersecata da piani.
Nelle due seguenti Proposizioni scompaiono le superficie coniche e restano le curve “nude’. Se ne

da un esempio con la
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«Proposizione 1.16. Se per il punto che divide in due parti uguali un lato traverso di due [sezioni] opposte, si
manda una retta parallela ad una retta condotta in maniera ordinata, questa prima retta sara un diametro delle
[sezioni] opposte coniugate a diametro premenzionato.

Dimostrazione. Siano due [sezioni] opposte di cui laretta AB € un diametro. Dividiamo laretta AB un due parti
uguali col punto C e conduciamo da C laretta CD parallela ad una retta condotta in maniera ordinata. 1o dico

che laretta CD & un diametro coniugato al diametro AB.

H P C~ |Infatti, siano le rette AE, BF i parametri e si prolunghino le rette di

K A c B L congiunzione AF, BE, Si prenda un punto qualunque H sull’una o

I"altra sezione e s conduca dal punto H laretta HG parallela allaretta

ol = b = ™ AB. S abbassino dai punti H, G le rette HK e GL, in maniera
M N

ordinata, e si conducano, dai punti K e L le retta KM, LN, paralele
alerette AE, BF. Dacio, poichélarettaHK € uguale allaretta GL, il quadrato di HK sara uguale al quadrato di
GL. Ora, il quadrato di GL equivale al rettangolo di lati AK, KM, e il quadrato di GL equivae a rettangol o di
lati BL, LN; di conseguenza il rettangolo delimitato da AK, KM equivale al rettangolo di lati BL, LN. E poiché
laretta AE e uguale alaretta BF, ne segue che BF sta a BA come AE sta ad AB. Ma MK sta a KB come AE sta
aAB e come NL staa LA, come FB staaBA; dunque NL sta pure aLA come MK staa KB. Ma essendo la retta
KA presa come altezza comune, il rettangolo di lati MK, KA staal rettangolo di lati BK, KA come MK staa KB,
e essendo presa la retta BL come altezza comune, il rettangolo di lati NB, LB sta a rettangolo di lati AL,LB,
come NL staa LA; di conseguenza il rettangolo delimitato da NL, LB sta a rettangolo di lati AL, LB, come il
rettangolo di lati MK, KA sta a rettangolo di lati BK, KA, e, permutando, il rettangolo di lati BK, KA sta al
rettangolo di lati AL, LB come il rettangolo di lati MK, KA sta al rettangolo di lati NL, LB. Inoltre, il rettangolo
di lati MK, KA equivae a rettangolo NL, LB; di conseguenza il rettangolo di lati NK, KA equivale ance al
rettangolo di lati AL, LB, e laretta AK € dunque uguale ala retta LB. Oralaretta AC € anche uguae alla retta
CN; dunque la retta intera KC & anche uguale alla retta intera CA; in modo che la retta HP € anche uguale alla
retta PG. Da cio0 la retta HG e divisa in due parti uguai dalla retta PCD, Inoltre questa retta € parallela alla

retta AB; dunque, laretta PCD é anche un diametro, che € coniugato a diametro AB.»
La dimostrazione e come quelle precedenti, basata su proprieta delle proporzioni, sfruttando anche
leProp. .13 ela
«Proposizione 1.14. Allorché le superficie che sono disposte di seguito a vertice sono tagliate da un piano che
non passa per I’asse, s avra in ciascuna superficie una sezione chiamata iperbole; il diametro di queste due

sezioni sara lo stessa; il parametri delle rette mandate in maniera ordinata a diametro, parallelamente alla retta

situata nella base del cono, saranno uguali, eil lato traverso della figura sara la retta comune situata trai vertici

delle sezioni. Tali sezioni sono chiamate delle opposte.»
In particolare da quest’ ultima, s ha AE = BF.
E’ da notare il cambiamento di scenario: nella Prop. 1.14 «in ciascuna superficie una sezione chiamata
iperbole». Nella Prop. 1.16 si parladi due sezioni, mala curva viene vista come un tutt’ uno.
Si torni alla dimostrazione della Prop. 1.16.
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Da AE = BF § ha %;%, Sfruttando la similitudine di MKB e AEB, LNA e AEB s ha
MK AE NL BF CNL MK NLSBL NA MK MK KA
——~="=_""==="_dacuii —=——. S ha pertanto == = .
KB BA LA BA LA KB LABL LA KB KBXKA

KB>KA _ MK KA
LAXBL  NLxBL

MK-KL e GL? = NL-BL, ed osservando inoltre che HK = GL, si ha MK-KA = NL-BL Risalendo alla
relazione precedente, s ha KB-KA = LA-BL, in quanto il loro rapporto & 1. Ma é pure KB = LA, per

Permutando (gli estremi) si ottiene . Grazie alla Prop. 1.13 s ha HK? =

cui s conclude KA = BL. Dato che per costruzione € AC = BC, per addizione KC = CL e pertanto
HP = PG.

Anche di questa dimostrazione, Eutocio fornisce una dimostrazione alternativa.

Di un certo interesse € poi la generalizzazione alle coniche di quanto provato in Eucl. Prop. 111.16.
(cfr. 111.3.3.), relativamente alla circonferenza. Nel contesto delle Coniche si ha

«Proposizione 1.32. Se dal vertice d' una sezione del cono si manda una retta parallela ad una retta condotta in
maniera ordinata, essa sara tangente alla sezione, e nessun’ atra retta cadra nello spazio situato tra la sezione

del cono e questa retta.»
La dimostrazione applica i soliti strumenti calcolo sulle proporzioni, le coordinate ed il parametro
e si svolge per casi, secondo che la sezione sia parabola, iperbole o ellisse. Non puo dirsi che s
tratti di una caratterizzazione della tangente, dato il carattere non costruttivo, ma di una proprieta

connessa col rapporto di tangenza.

V.24.3. Il rettangolo caratteristico dell’iperbole. Dopo avere introdotto il parametro,
concretizzato in un segmento, si pud meglio apprezzare il ruolo
della Def. 1.3.b. che per comodita s riporta di nuovo:

«Definizione 1.3.b. D’altra parte, la stessa retta che, condotta dal centro P

parallelamente, in maniera ordinata, € media proporzionale tra i lati della H

figura, ed & divisa in due parti uguai dal centro, si chiama il secondo
diametro.»
La ‘figura per antonomasia di cui parla questa definizione € un
rettangolo, quello che, per intendersi puo prendere il nome di
rettangolo caratteristico della iperbole, che ha per lati il diametro
traverso e il parametro. Nella figura precedente usata nella Prop.
|.16, & dato dal rettangolo AEFB.

S comprende perché indicarlo con il termine caratteristico. In
riferimento alla figura qui a fianco, che tenta di rappresentare la M Q
generazione dell’iperbole (in rosso) come sezione del cono, il D
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diametro traverso, GE, che giace sul piano secante, raccoglie I’informazione geometrica di quanto

distanoi vertici E e G dell’iperbole dal vertice A del cono, tenendo conto della ‘apertura del cono,
ER _ BQ°QC _ SO

mentre il parametro, ER s ottiene dal rapporto — = ,maipunti QeSS
GE  AQ? AS?

dipendono dall’inclinazione del piano secante, quindi in ultima analisi dalla scelta del piano, cosi
il parametro ER riassume in sé tutta la geometria dell’iperbole e il rettangolo di lati GE, ER, il
rettangolo caratteristico, offre un’informazione sintetica di quanto sia inclinato il piano rispetto

all’asse del cono e di quanto sia aperto il cono, nonché di quanto disti il piano dal vertice del cono.

V.3. Gli altri libri de Le Coniche.
Si illustrano qui in breve le rimanenti 532 pagine (nellaversione di Ver Eecke) che contengono gli
altri sette libri del testo di Apollonio, delineandone solo gli aspetti salienti

V.3.1. Il secondo Libro. Anche in questo libro compaiono alcuni personaggi importanti della
Matematica (scolastica) contemporanea. Il libro inizia con un breve preambolo (rivolto ancora a
Eudemo). Il contenuto comprende 53 Proposizioni e nelle prime compaiono gli asintoti. Altri
risultati poi sono relativi alle tangenti e ai diametri coniugati. Il Libro si chiude con due problemi
di costruzione delle tangenti. Il Libro Il & pit breve del precedente, occupando 71 pagine del testo
di Ver Eecke.

V.3.1.1 1l preambolo. Stavoltail preambolo é assai breve.
«Apollonio a Eudemo, salve.

Se guarisci ne sard ben lieto; da parte mia sto abbastanza bene.

Ti ho mandato mio figlio Apollonio per consegnarti il secondo libro che ho composto sulle coniche. Scorrilo
con cura e comunicalo a quelli che sono degni d’ essere messi a corrente di questi argomenti. Comunicalo
anche al geometra Filonide, che ti ho raccomandato a Efeso, se capitera che sia di passaggio nei dintorni di

Pergamo; e curati bene, a fine di ristabilirti. Che lafortunati siafavorevole.»

In questo breve messaggio Apollonio ci comunica che non ha avuto molta fantasia nel dare il
nome al figlio, chiamandolo col suo stesso nome. Scopriamo inoltre che le ‘Poste’ funzionavano
come oggi, per cui quando si deve mandare qualcosa d’ importante s preferisce spedire per
corriere. La salute di Eudemo e ancora scarsa. Ci comunicainoltre che ¢’ era un certo Filonide, di
cui Apollonio aveva stima e che era stato presentato a Eudemo da Apollonio, in occasione di un
loro incontro a Efeso, fornendoci cosi anche traccia di un viaggio del matematico di Perge in
quellacitta dell’ Anatolia.
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La lettera ci spiega anche le modalita di ‘pubblicazione’ degli scritti di uno studioso. L’ autore li
mandava ad un collega e questi ne faceva ‘pubblicitd probabilmente avallando con il suo
prestigio |’ opera del mandante.

Ancora unavoltanon s tratta di uno scritto per tutto, ma solo per quelli «che sono degni d’ essere messi

a corrente di questi argomenti>», quindi unaristretta cerchiadi studiosi.

V.3.1.2. | contenuti del Libro Il — Gli asintoti. Come detto il Libro Il contiene 53 Proposizioni.
Traesse vi sono acune Proposizioni indicate esplicitamente come problemi.

Le prime Proposizioni sono consacrate ad un oggetto geometrico del tutto innovativo: I’ asintoto di
cui s introduce la definizione a termine della Prop. 11.1. Si mostrano poi alcune proprieta di
guesto nuovo ‘personaggio’, provando, ad esempio, che condivide con la tangente ad un cerchio,
una strana proprieta provata da Euclide nella Eucl. Prop. I11.16. (cfr. 111.3.3.) che trala curva (nel
caso, una circonferenza) e la tangente non puo interporsi nessun’ atra retta, quindi s tratta di una
sorta di tangente.

Le altre Proposizioni hanno per oggetto i diametri coniugati e le tangenti alle coniche.

S mostra come Apollonio tratta gli asintoti e I’infinito che e ad essi collegato. Prima pero una
premessa. La ricerca degli asintoti di una funzione, fa oggi parte dello studio (analitico) di
funzione e s avvale di concetti quali i limiti (finiti o infiniti), permettendo di distinguere tra
asintoti verticali, orizzontali e obliqui. Dato che anche le coniche vengono trattate come
espressioni analitiche (funzioni implicite) s dovrebbe poter applicare le procedure analitiche
“standard”, ma cosi non é perché a parte le cosiddette iperboli equilatere (o le curve omografiche)
in genere una conica non puo essere (globalmente) scritta come una funzione esplicita reale di
variabile reale. Sono necessari quindi altri strumenti che solitamente passano per le intersezioni
della conica con la rettaimpropria (quindi usando direttamente I’ infinito). Di qui anche si intuisce
che gli asintoti ad una conica sono concetti che trovano spazio nella Geometria affine, e non in
guella proiettiva.

La definizione di asintoto, data da alcuni manuali scolastici, € assai discutibile. Per qualche autore
(e qualche insegnante) I’asintoto € una retta che non incontra mai la curva. Ci s rende conto
presto che in questo modo la definizione non ha senso perché in un riferimento cartesiano
ortogonale larettay = 2 non incontra mai la circonferenza di equazione x* + y* = 1. Se'si cerca di

2.2 _
provarlo analiticamente, si imposta il sistema algebrico (di secondo grado) xry _1;

avra come soluzioni punti di ordinata 2 e di ascissa individuata risolvendo I’ equazione x* = -3, che

ha soluzioni complesse x=i+/3Ux=- iv/3. Ci si rende conto, alora, che bi sognerebbe precisare
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meglio il concetto di asintoto, (che tra I’altro difficilmente sarebbe applicato nel caso in
questione), escludendo anche punti ‘complessi’.

Per questo sono disponibili altre due ‘versioni’ del concetto di asintoto. In base alla prima
I’ asintoto € laretta che si avvicinaindefinitamente alla curva, manon latocca mai, preferendo una
visione potenziale dell’infinito; I’altra & che s tratti di una tangente ala curva nel suo punto
infinito (mettendo in opera una nozione attuale dell’ infinito).

Delle due quella corretta storicamente € la prima, matematicamente la corretta & la seconda.
Storicamente Apollonio usa la parola asintoti, , hel senso generale di linee arbitrarie
che non s intersecano, qualunque sia la direzione in cui si prolungano. Nella parolac’'é lo ‘alfa’
privativo e laradice del verbo ‘tagliare’.

Orain Analisi si studiano funzioni, ad esempio f(x) = € sen(x) + 2 che ha per asintoto la retta di
equazioney = 2, maper ogni ki , sex=kp, s haf(x) = 2.

E’ evidente che é rimasto nei testi di oggi (e nella mente degli insegnanti) il significato con cui
Apollonio ha designato gli asintoti.

Diamo la parolaad Apollonio.

«Proposizione I1.1. Se unaretta é tangente a vertice di una iperbole, e se s divide questa retta da una parte e
dall’atra del diametro, una retta uguale a quella il cui quadrato equivale a quarto della figura [rettangolare
avente per lati il diametro traverso e il parametro corrispondente], le rette che vanno dal centro della sezione
alle estremita cosi determinate della tangente non incontreranno la sezione.

Dimostrazione. Sia data un’iperbole il cui diametro é laretta AB, il centro il punto C, eil
lato dritto BF. Sia DE la tangente alla sezione nel punto B; siail quadrato di ciascunadelle
rette BD, BE equivalente a quarto della figura delimitata dalle rette AB e BF, e
congiungiamo con le rette CD e CE, che prolunghiamo. Dico che queste rette non

incontreranno la sezione.

Infatti, supposto che la retta CD incontri la sezione nel punto H, dal punto H si abbassala
retta HG in maniera ordinata; questa retta sara dunque parallela alla retta DB (Prop. 1.17.). Da cio, poiché il
quadrato di AB sta al rettangolo delimitato da AB, BF come AB sta a BF, mail quadrato di CB € |la quarta parte
del quadrato di AB e il quadrato di BD é la quarta parte del rettangolo delimitato da AB, BF, ne segue che il
quadrato di CB staa quadrato di DB, cioe cheil quadrato di CG staa quadrato di GH, come AB sta a BF. Di
piuil rettangolo AG,GB sta @ quadrato di GH come AB staa BF (Prop. 1.21); di conseguenza, il rettangolo AG,
GB sta a quadrato di GH come il quadrato di CG sta a quadrato di GH. Da ci, il rettangolo delimitato da
AG,GB equivae a quadrato di CG; cio non puo essere. Di conseguenza laretta CD non incontrera la sezione.
Si dimostrera in modo analogo che la retta CE non intersechera la sezione. Le rette CD, CE sono dungue gdli

asintoti della sezione.»
Nel testo s richiamano le
«Proposizione |I.17. Quando, in una sezione di un cono s manda dal vertice della sezione unaretta parallela ad

una retta mandata in modo ordinato, essa sara esterna alla sezione.»
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«Proposizione 1.21. Se, nell’iperbole, nell’ellisse o nella circonferenza del cerchio, si mandano delle rette in

maniera ordinata sul diametro, i loro quadrati staranno alle aree delimitate dalle rette che tagliano a partire dal

lato [diametro] traverso della figura [il rettangolo caratteristico], come il lato diritto [il parametro] sta a lato
traverso; ed staranno traloro come le aree che sono limitate dall e rette staccate come abbiamo detto.»
Come si vede la dimostrazione € per assurdo e utilizza le proprieta delle proporzioni e la loro

‘algebra’. Per costruzione s ha BD = BE; per ipotesi s ha BD? = BE? = %(ABXBF). Ma BC =

1

2
2 —AB
AC, per cui BC = 1AB, da cui BC? = 1 AB2. S ha pertanto BC2 =_4 =28 perla
2 4 BD E(ABXBF) BF
4
2 2
similitudine dei triangoli GCH e BCD s ha — cG 9 da cui cc _BC _AB . Per la Prop.
GH BD GH2 BD2 BF
N 2
[.21. LEB =E; per cui AG >(;B = 062 Di qui AG-GB = CG?, ed essendo AG = AC + CG
GH BF GH GH

e GB = CG — CB, s puo riscrivere |la precedente uguaglianza come (CG+CB)XCG-CB) = CG? —
CB?= CG?, s ottiene un assurdo.

L’altro aspetto degli asintoti & quello di ‘avvicinars’ indefinitamente. Per dire questa proprieta
senza parlare di ‘indefinitamente’ o di essere tangente al’infinito, Apollonio prova che anche
I’ asintoto ha la proprieta vista nella Prop. 1.32. Seinfatti I’ asintoto si avvicinasse fino ad una certa
distanza, s avrebbe la possibilita di inserire unaretta tra |’ asintoto e I'iperbole. Questo € provato
dalla

«Proposizione 11.2. Avendo posto le stesse cose, s tratta di dimostrare che non vi sono altri asintoti che
dividono I’ angolo compreso dalle rette DC e CE.

Dimostrazione. Infatti, sia CG un altro asintoto, se fosse possibile. Dal punto B mandiamo, parallelamente 1

dlaretta CD, laretta BG che incontra laretta CG nel punto G: poniamo che la retta DH sia uguale alla retta

BG, e conduciamo la retta che congiunge HG e che

G prolunghiamo fino a punti K, L e M. Dacio , poiché

le rette BG, DH sono uguali e paralele, le rette DB,

D HG sono pure ugudi e parallele. E poiché la retta AB

K e divisa in due parti uguali nel punto C e che una

retta BL le & aggiunta, il rettangolo con lati AL, LB,

aumentato del quadrato della retta CB, € equivalente
a quadrato della retta CL (Eucl. Prop. 11.6.).
Analogamente, poiché la retta HM é parallela ala
retta DE, e che la retta DB € ugude ala retta BE, la

1 Dj fatto non & possibile, quindi il disegno si discosta molto da quanto proposto dal testo.
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retta HL sara quindi uguale alla retta LM. E poiché la retta HG € uguale alla retta DB, la retta HK sara piu
grande dellaretta DB. Malaretta KM € anche pitl grande della retta BE, poiché laretta LM € anche pit grande
di quest’ultima retta: di conseguenza, il rettangolo delimitato dalle rette MK, KH & piu grande del rettangolo
DB, BE, vale adire piti grande del quadrato di DB. Dacio, poiché il quadrato di CB staal quadrato di BD come
AB sta a BF; mail rettangolo AL, LB sta a quadrato di LK come AB sta a BF (Prop. 1.21.) eil quadrato di CL
staal quadrato di LH come il quadrato di CB staa quadrato di BD, percio il rettangolo LL (sic!) [AL], LB stara
a quadrato di LK come il quadrato di CL sta la quadrato di LH. Di conseguenza, poiché il rettangolo AL, LB
sta @ quadrato di LK come il quadrato intero di LC sta a quadrato LH, il quadrato CB che resta , stara a
rettangolo MK, KH, che resta comeil quadrato di CL staal quadrato di AH, vale adire, comeil quadrato di CB
sta a quadrato di DB. Da ci0, il quadrato di DB equivale a rettangolo MK, KH; e cio é assurdo perché s &

dimostrato che é pit grande. Di conseguenza, laretta CG non € un asintoto della sezione. »

Nella dimostrazione si richiama la Eucl. Prop. 11.6 (cfr. 111.2.) che € uno dei punti fondamentali
della Algebra geometrica, fondamentale, assieme alla Proposizione ad essa precedente, per
risolvere le equazioni di secondo grado. Nella dimostrazione, la prima retta data € AB, divisa per
meta da C, la ‘retta aggiunta’ & BL, quindi, con simboli moderni, AL-LB + CB? = CL% Ma a
riprova di cio s pud anche scrivere, tenendo conto che AC = CB, AL-LB + CB? = (CL+CB)-(CL-
CB) + CB?= CL?-CB?+ CB*=CL2

La dimostrazione, per assurdo, si avvale delle procedure consuete, tenendo conto del fatto che il
triangolo HMC contiene il triangolo CGM, che i triangoli LMC e BEC sono simili, e che G é un
punto di HK. Pertanto MK > LM e LM > BE, dunque MK > BE. Per costruzione, non per figura, le
rette DH e BG sono uguali e parallele, DB e HG sono pure uguali e paralele. Ne segue (contro
I’evidenza grafica) che KH > DB, quindi MK-KH > DB-BE. Dal fatto che DB = BE si ha che
MK-KH > DB?.

2 s
D’ altra parte per la Prop. 11.1, C_Bz:§ e per la Prop. 1.21, LIEB :A—E. Dalla similitudine
BD LK
o .. cL? _cB? . . . ALXB _CL?
dei triangoli HMC e DEC, s ha — = da cui s ottiene 5 =— € pertanto
LH BD LK LH

CL%- ALXB _ cL?
LH2- LK? LH?
precedente, a proposito della Eucl. Prop. 11.6, si ha che il numeratore della prima frazione e uguale

permutando, scomponendo e permutando di nuovo, Dalla osservazione

aCB? mentreil denominatore si pud scrivere come un rettangolo di lati (LH+LK) e (LH-LK), vale

cB? _c? cB?
MKXXH |H? BD?

adire MK e KH. S ottiene pertanto, come detto nella dimostrazione

Da questa uguaglianza, essendo uguali i numeratori, si trae MK-KH = BD?, mentre prima si era
provato che MK-KH > BD?, e questo & assurdo.

- 266 -



Appunti di Geometria classicaA.A. 2005-2006 Carlo Marchini
Capitolo V — L’ operadi Apollonio di Perge.

La seguente Proposizione generalizza ad un qualungue tangente, quanto provato nella Prop. 11.1
per le tangenti a vertice dell’iperbole.

«Proposizione 11.3. Quando una retta € tangente ad un’iperbole, incontrera ciascuno degli asintoti; essa
sara divisa in due parti uguai dal punto di tangenza ed il quadrato di ciascuno dei suoi segmenti sara
equivalente al quarto della figura ottenuta sul diametro condotto dal punto di contatto.

Dimostrazione. Sia data una iperbole ABC il cui centro éil punto E ei cui asintoti sono le rette FE, EH e sia
GK latangente nel punto B. Dico che laretta GK prolungata incontrera le
rette FE, EH.

Infatti S suppone per assurdo che non s abbiano punti di intersezione con
tali rette. S prolunghi la retta EB e sia ED uguale a BE; la retta BD &
dunque un diametro. Siano i quadrati costruiti, indifferentemente, su BG o
BK equivalenti ad un quarto della figura stabilita sulla retta BD e

conduciamo le rette EG, EK. Queste rette sono quindi degli asintoti (Prop.
I1.1.), e cio € assurdo perché s € assunto che le rette EF e EH siano asintoti. Da cio la retta KG prolungata
intersechera gli asintoti EF, EH nel punti F, H, rispettivamente. Dico inoltre che il quadrato di ciascuna delle
rette BF, BH equivale a quarto della figura stabilita sullaretta BD.

Infatti, se non fosse cosi, ma, per assurdo, che il quadrato di ciascuna delle rette BG, BK sia equivalente al
quarto di tale figura. Da cio le rette GE, EK sarebbero asintoti (Prop. I1.1.), cio che € assurdo (Prop. 11.2.). Di
conseguenza, i quadrati di ciascuna retta FB, BH sono equivalenti al quarto della figura stabilita sulla retta
BD.»

Come detto sopra, una delle opere di Apollonio che maggiormente hanno influenzato lo
svolgimento della Matematica dal Rinascimento in poi e stato il sui testo sui problemi di contatto,
vale a dire delle condizioni che permettono di individuare una circonferenza. Il risultato
successivo sugli asintoti di fatto si pud inserire in questo filone di ricerche, solo che & un problema
sui contatti ‘mancati’. Infatti si richiede di determinare I’iperbole che ha un certo centro (punto da
Cui Sicuramente non passa) e certi asintoti, rette che non saranno mai tangenti (al finito).

«Proposizione 11.4 (Problema). Date due rette che abbraccino un angolo ed un punto situato al’interno di
questo angol o, descrivere, da questo punto, una sezione di cono, chiamataiperbole, tale che le rette date siano i
suoi asintoti.

Dimostrazione. Siano AC, AB i lati di un angolo quaunque a partire dal punto A, e sia dato un punto D. Si
tratta di tracciare dal punto D un’iperbole che abbia per asintoti CA, AB.

Consideriamo la retta di congiunzione AD che prolunghiamo verso il punto E, e sia AE
uguale a AD. Dal punto D conduciamo la retta DF paralela ad AB e sia FC uguale a AF.
Tracciamo la retta CD che prolunghiamo fino a punto B e formiamo un rettangolo di | ti
DE, H, che sia equivalente al quadrato di CB 1. Infine avendo prolungato la retta AD,

descriviamo intorno a lei un’iperbole passante per D in modo che i quadrati delle rette

abbassate in modo ordinato siano equivalenti ale aree applicate seguendo la retta H,

1 Dimensioni non rispettate in figura per necessita di spazio.
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aumentate di una figura simile al rettangolo di lati DE, H (Prop. 1.53.). Da cio, poiché la retta DF € parallela
alaretta BA e che laretta CF € uguale a FA, laretta CD € anche uguale ala retta DB (Eucl. Prop. VI.2.); in
tale modo il quadrato dellaretta CB € il quadruplo del quadrato di CD. Ora, il quadrato della retta CB equivae
a rettangolo di lati DE, H; di conseguenza, ogni quadrato delle rette CD, DB vale al quarta parte del rettangolo

di lati DE, H. Dacio, lerette AB, AC sono gli asintoti dell’iperbole descritta.»
Di fatto questa Proposizione — Problema mostra come Apollonio é in grado di gestire al finito gli
asintoti che nella loro stessa definizione richiamano Iinfinito. Quanto prova si basa sul fatto che
CD = DB, dacui CB = 2CD e quindi CB? = 4CD?. Ma per costruzione CB? = DE-H, e cosi CD? =

DB? = % DE-H, relazione che per laProp. 1.1 mostra che AB e AC sono gli asintoti.

Nel testo richiama Eucl. Prop. VI.2 (cfr. 111.6.3.1.) la precedente Prop. 1.53, ma essa risulta
incomprensibile senza |’ enunciato di quellaimmediatamente precedente:

«Proposizione 1.52. (Problema). Data in un piano una retta terminata in un punto, trovare in tale piano, una

sezione del cono chiamata parabola, il cui diametro € |la retta data eil cui vertice €I’ estremo dellaretta e nella

qualeil quadrato di ogni retta condotta dalla sezione sul diametro, sotto un angolo assegnato, sia equivalente a

rettangolo di lati laretta staccata a partire dal vertice della sezione e daun’ altra retta data.»

«Proposizione |.53. (Problema). Con gli stessi dati e |’ angolo non siaretto.»

V.3.2. Il Libro I1l. 1l terzo libro delle Coniche presenta, con una perifrasi abbastanza pesante, un
altro aspetto centrale dello studio delle coniche, la nozione di fuoco. Tale nome sara dato solo nel
Rinascimento, quindi ben piu tardi, a causa delle proprieta ottiche degli specchi e delle lenti.

Il libro non presenta una dedica, forse quindi potrebbe essere stato inviato assieme a secondo, ma
visto che Apollonio non lo specifica, non sembra probabile. Un’altra possibile spiegazione é che
la dedica-lettera di trasmissione del Libro |11, sia andata persa, oppure, che Eudemo stesse tanto
male da non garantire la diffusione del testo, come era stato richiesto per gli atri, se non
addirittura gia morto. Tale ipotes si conferma con la dedica ad Attalo del successivo libro quarto
in cui piange |I’amico, main cui confermadi avergli mandato il terzo libro.

Il Libro 111 presenta 56 Proposizioni ed occupa 91 pagine.

V.3.2.1. | contenuti del Libro Ill. Le prime quindici Proposizioni (I11.1. — 111.15.) trattano le
proprieta dei triangoli e dei quadrilateri che si originano dall’incontro di tangenti ad una conica,
con i diametri condotti dai punti di contatto. E interessante osservare che gia in queste, e poi in
molte altre, viene esplicitato anche il caso particolare della circonferenza come una delle coniche

c B (finora era stata omessa, se non addirittura esclusa). Si ha,

ad esempio,
«Proposizione I11.1. Allorché le rette tangenti ad una sezione di cono o a

una circonferenza s incontrano e che, dai loro punti di contatto s
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tracciano i diametri che intersecano queste tangenti, i triangoli cosi ottenuti, disposti di seguito a vertice [della
conica], sono equivalenti.»
Le seguenti otto Proposizioni (I11.16. — 111.23.) riguardano i rettangoli formati dai segmenti
determinati dall’intersezione di corde condotte ad una conica. E' evidente in questi risultati
I’ attenzione a mostrare che sebbene le coniche generalizzino la circonferenza, certe proprieta
continuano a valere nello stesso modo, 0 con pochi cambiamenti. Per questo € indispensabile la
considerazione di cio che avviene nella circonferenza come termine di paragone.
Le Propp. 111.24. —111.34. concernono le secanti e la loro divisione armonica.
Le successive Propp. 111.35. —111.40. trattano il rapporti tra tangenti e secanti.
Un caso di un certo interesse € dato dalla
«Proposizione 111.41. Se tre rette tangenti ad una parabola si incontrano scambievolmente, esse saranno
suddivise negli stessi rapporti.»
Questo risultato ha un certo interesse perché da una parte fornisce il metodo per tracciare una
qualsivoglia numero di tangenti alla parabola, dall’altra, implica la possibilita di individuare la
parabola come curva inviluppo delle sue tangenti. L’ argomento degli inviluppi porterain epoche a
noi piu vicine allo studio di equazioni differenziali ed ai principi variazionali.

Dalla Prop. 111.45. in poi compaiono i fuochi e le proprieta focali.

V.3.2.2. | fuochi. Apollonio designa i fuochi con la perifrasi «i punti generati dall’applicazione», in
greco, . Questa perifras ci informa di come Apollonio
ottiene applicando sull’asse trasverso dell’iperbole o sull’asse maggiore, nell’ellisse, a partire
dalle estremita di tali assi, un’area rettangolare equivalente al quarto della ‘figura vale a dire del
rettangolo caratteristico. Quest’area viene aumentata di un quadrato nel caso dell’iperbole e
diminuita di un quadrato nel caso dell’ellisse. C'é da osservare che questa costruzione porta
Apollonio alaindividuazione dei fuochi (due) solo nel caso delle coniche centrate e di qui non s
puo giungere alla costruzione del fuoco della parabola, né a quella della direttrice. Di questi ultimi
enti geometrici, che pure dovevano esser importanti, stando alla testimonianza di Tito Livio sulla
costruzione degli specchi ustori da parte di Archimede, sulla costruzione di specchi parabolici,
non ci € pervenuta traccia da scritti greci antichi.

E se s pud pensare che il testo di Apollonio sia quello pit antico in cui i fuochi appaiono con le
loro proprieta esplicite, si pud anche credere che Apollonio non li abbia inventati lui, visto I’uso
fattone gia da Archimede. Ma anche il fatto che Archimede non ne parli esplicitamente, fa
propendere i commentatori per ritenere che i fuochi e le loro proprieta dovevano essere gia noti e

questo farivalutare possibilmente I’ opera di Menecmo e quelladi Aristeo il vecchio.
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Forse Apollonio non ha voluto ripresentare i risultati ottenuti nel testo Luoghi solidi, in cinque
libri di Aristeo il vecchio, di cui abbiamo notizia, ma che non ci & pervenuto, oppure i quattro libri
sulle coniche di Euclide o altri testi che purtroppo il tempo ha disperso irrimediabilmente.

S pud quindi ritenere che i fuochi e le loro proprieta fossero noti e che su di essi s fosse
sviluppata parte della teoria. Cido sembra confermato anche da Pappo, per il quale tali opere
dovevano essere ancora disponibili, in quanto il matematico ha potuto dedurre da tali testi o
addirittura trovarli nel testi a lui precedenti, la descrizione delle coniche mediante fuochi e
direttrice, cosi comeli conosciamo oggi.

Infine, i puo ritenere che, se Apollonio avesse conferito I’'importanza di una scoperta (tanto da
essere pubblicata) ale poche Proposizioni che egli consacra ai fuochi, ne avrebbe senza dubbio
fatto menzione in una delle sue dediche o introduzioni. Sembra invece che ammicchi a lettore
determinando i fuochi non con le loro proprieta principale, main una sorta di maniera sussidiaria,
come atitolo di richiamo di una cosa nota, come s vede bene dalla

«Proposizione 111.45. Se, in un'iperbole, ellisse o circonferenza del cerchio, o nelle sezioni opposte, s
tracciano rette ad angolo retto alle estremita dell’ asse; se s applica, da una parte all’ altra seguendo I’ asse un
rettangolo equivalente alla quarta parte della ‘figura rettangolare aumentata di un quadrato nell’iperbole e
nelle sezioni opposte, ma diminuite d’ una figura quadrata nell’ ellisse, e se s manda una retta, tangente alla
sezione, che incontra le rette perpendicolari, le rette mandate dai punti dincontro a punti generati

dall’ applicazione, formano degli angoli retti in questi punti che abbiamo menzionato.»
L’enunciato, poco chiaro di questa importante Proposizione sembra richiamare due Proposizioni
degli Elementi, le Eucl. Prop. VV1.28. e Eucl. Prop. V1.29 che addirittura offrirebbero un quadro piu
generale di applicazioni ellittiche ed iperboliche di un’area (generale):

«Eucl. Prop. V1.28. Applicare ad una retta data un parallel ogrammo uguale ad un poligono dato, e che manchi

di un parallelogrammo simile ad un parallelogrammo dato; occorre inoltre che il poligono dato non sia

maggiore del parallelogrammo descritto sulla meta della retta e che sia simile alla figura mancante], cioé al
parallelogrammo dato].»
«Eucl. Prop. VI1.29. Applicare ad una retta data un parallelogrammo uguale ad un poligono dato, e che sia

eccedente di un parallelogrammo simile ad un parallelogrammo dato.»

Nelle due figure riportate il rettangolo pari c
/— E a un quarto del rettangolo caratteristico
A Fs . L F A o BI\ [F
F 9 HI applicato (di cui e noto un lato dato d)al e
A B'
A~ b — 8  giametro maggiore o trasverso & AA'B'B; b

nel caso dell’ ellisse si toglie, mentre nel caso dell’iperbole s aggiunge il quadrato di BB', BFHB’

determinando cosi la posizione di un fuoco e, per simmetria, dell’ atro.
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S noti che in entrambi i casi per come e costruito il parametro ed il rettangolo caratteristico, il
rettangolo AA’ B'B ha area pari a OC?.

Le Proposizioni successive, che completano il Libro 111, mostrano I'applicazione di quanto
proposto nella Prop. 111.45 in cas particolari: si studiano gli angoli formati da tangenti e le rette

mandate dai fuochi a punti di contatto, cheil centro della conicae nel punto medio trai fuochi ed
altre proprieta dei fuochi piu riposte.

V.3.3. Il Libro IV. Al momento di terminare il Libro IIl, Apollonio ha notizia della morte di
Eudemo, morte prevista, data la lunga malattia che traspare dalla lettere dedicatorie dei primi due
Libri. Per questo cambia destinatario, ma non sembra abbia trovato di meglio che inviarlo non ad
un geometra, ma ad Attalo, che aveva assunto il potere e s apprestava a diventare il primo re di
Pergamo. Oggi, a museo archeologico di Berlino abbiamo la possibilita di vedere una grandiosa
opera architettonica, I’ atare di Pergamo, dovuta proprio atale re e camminando per i suoi gradini
maestos viene in mente che la prima divulgazione dell’ opera di Apollonio pud essere avvenuta
proprio sui gradini che oggi calpestiamo per salire I’ altare.

V.3.3.1. La dedica ad Attalo. S riporta la lettera di dedica, da cui traspare la difficolta di
Apollonio a‘presentarsi’ a nuovo regnante di Pergamo
«Apollonio ad Attalo, salute.

Ho gia esposto per scritto e trasmesso a Eudemo di Pergamo, i primi tre libri degli otto, nel quali ho radunato
metodicamente ci0 che riguarda le coniche. Ora che Eudemo € deceduto, considerando I’ ambizione che tu hai
di ricevere atuavolta gli argomenti di cui mi occupo, ho deciso di scrivere per tei libri restanti e ti mando, per
il momento, il quarto libro. Questo libro si occupa del piu grande numero di punti seguendo i quali le sezioni
del cono che non coincidono interamente, possono intersecarsi reciprocamente, ed incontrare la circonferenza
del cerchio, cosi come del pit grande numero di punti secondo i quali una sezione di cono ed una
circonferenza di cerchio intersecano le sezioni opposte. Al di 1a di queste ultime questioni, il libro ne contiene
delle altre, dello stesso genere che non sono poco numerose. Per quanto concerne la questione che ho
menzionato al’inizio, Conone di Samo I'ha esposta a Trasideo, ma senza essersi preoccupato della
dimostrazione, come conveniva fare; ragione per la quale Nicotele di Cirene I’ ha biasimato, a ragione. Quanto
ala questione successiva, Nicotele, pur rifiutando Conone, la segnala semplicemente come un’ affermazione
che é possibile dimostrare; ma io non ho trovato la dimostrazione, né presso di lui, né presso acun altro.
Infine, per il terzo problema [le intersezioni di una circonferenza con i due rami di un’iperbole], e per quanto
riguarda le atre del medesimo tipo, non ne ho trovato la nozione presso acun atro. Ora, tutto cid che ho
appena detto di non aver incontrato, implicava inoltre numerose proposizioni, variate e che colpiscono per la
loro novita; e queste sono le proposizioni che sono riuscito ad esporre, per la maggior parte, nel primi trelibri e
il resto nel presente libro.

La considerazione che, per altro, queste proposizioni presentano una utilita molto grande per le costruzioni di
problemi e per le loro discussioni. Nicotele €, del resto, in errore quando, per sostenere la sua controversia con

Conone, dichiara che i problemi trovati da Conone non presentano alcun vantaggio per le discussioni; perché
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in mancanza di queste questioni, i problemi possono essere esposti generalmente in maniera completa, dal
punto di vista della loro discussione, [tali questioni] permettono tuttavia di percepire piu facilmente sia la
possibilita di soluzioni multiple, o in numero determinato, sia, a contrario, I"impossibilita della soluzione. Per
quanto riguarda il resto, una conoscenza preliminare, acquisita in questo modo, apporta un grande aiuto nelle
ricerche, e i teoremi di cui s tratta sono utili agli sviluppi delle discussioni. D’dtra parte, prescindendo da

questa utilita, questi teoremi meritano ancora di essere considerati per le loro dimostrazioni stesse; poiché
guesta € laragione per cui molte altre questioni sono considerate in matematica.»
Nella lettera Apollonio cerca di accattivars la simpatia di Attalo, con una lode, non gia sui
risultati da lui ottenuti in Matematica, ma sperando ne «’ambizione che tu hai di ricevere a tua volta gli
argomenti di cui mi occupo.
Per rendere piu appetibile questo trattato, fa balenare che sia utile ed abbia «una utilita molto grande»
ed anzi porti a problemi dibattuti nell’ ambiente (tra Conone e Nicotele) li pongain nuova luce e li
risolva.
Forse Apollonio si accorge di essersi spinto troppo in la con le promesse di utilita, e nella chiusa
della lettera mette le mani avanti: non e sempre |’ utilita pratica che motiva il porsi questioni ma
trovarne soluzioni, sotto forma di dimostrazioni e teoremi, « poiché questa & la ragione per cui molte altre
guestioni sono considerate in matematica.
L’epistolario con Attalo avra un seguito, segno che Apollonio ha scelto il giusto tono per

rapportarsi ad un regnante ed averlo come sponsor.

V.3.3.2. | contenuti del Libro IV. Il libro contiene 57 Proposizioni e occupa 50 pagine di testo (il
piu breve).

Le prime 23 Proposizioni vengono tutte dimostrate per assurdo e, di fatto, non sono altro che le
inverse delle Propp. 111.30 — I11.45. Tra queste prime 23 Proposizioni del Libro IV, la piu
interessante é la

«Proposizione 1V.9. Se da uno stesso punto si tracciano due rette entrambe incidenti una

sezione di cono o la circonferenza di un cerchio in due punti, e se s dividono i loro
segmenti interni nel rapporto delle rette intere rispetto ai loro segmenti esterni, in modo
che questi segmenti siano omologhi in rapporto allo stesso punto [cioe le secanti siano
divise in modo armonico in rapporto a loro punto di origine], laretta condotta dai punti di

divisione incontrera la sezione in due punti, e le rette condotte dai punti di intersezione a

punto esterno saranno tangenti allalinea.»

in quanto spiega come fare per costruire, mediante proporzioni, le tangenti ad
una conica da un punto. E' interessante confrontare tale Proposizione del
LibrolV conla

. «Proposizione 111.39. Se due rette tangenti a una sezione di cono, a una circonferenza di

R &_’ cerchio 0 a sezioni opposte si incontrano, se s manda la retta congiungente i loro punti di
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contatto e se, dal punto di incontro delle tangenti s manda trasversalmente una retta che taglia la curvain due
punti, i segmenti che determina la retta congiungente i punti di contatto i segmenti dellaretta, determinati dalle
sezioni e dal punto d’incontro delle tangenti, staranno tra loro come laretta intera mandata trasversalmente sta

aquellatagliata al’ esterno della sezione e la retta congiungente i punti di contatto.»
S vede come entrambe si determinino le tangenti mediante rapporti di secanti, sono di fatto
I"inversal’una dell’ altra.
Le rimanenti 34 Proposizioni trattano tutte di quanti punti di intersezione si hanno considerando
due coniche (comprendendo tra questa anche la circonferenza).
Apollonio nella lettera afferma che i risultati ottenuti non sono una novitd. Sicuramente ai
predecessori di Apollonio mancava la considerazione unitaria dei due rami di iperbole come un
tutt’ uno e per sfruttare in modo completo gli strumenti dell’ Algebra geometrica a proposito delle
equazioni di secondo grado.
S pud affermare che questo aspetto del Libro IV sia opera propria di Apollonio, non solo per il
rigore dimostrativo che mette nelle sue dimostrazioni, ma anche per lo sforzo di raccogliere e
coordinare in un insieme organico i vari casi particolari che erano stati scoperti o proposti dai Suoi

predecessori, giungendo cosi ad una sintesi apprezzabile.

V.3.4. Il Libro V. Col Libro V iniziano i quattro Libri (di cui perd ne abbiamo tre) che sono stati
recuperati solo nel XVII secolo da manoscritti arabi. IL Libro V e quello, tra quelli pervenutici,
che contiene il maggior numero di Proposizioni, 77 ed anche, graficamente, il piu lungo, 147
pagine del testo. Dall’ analisi linguistica e filologica, si puo pero dire cheil testo recuperato non ha
pitil nitore elo stile dei precedenti quattro libri, forse perché c¢’é di mezzo una doppia traduzione
in piu, dal greco dell’ originale, al’arabo del compilatore del manoscritto, e da questo a latino di
Halley.

V.3.4.1. La dedica ad Attalo. Anche questo libro si apre con una dedica ad Attalo:

«Apollonio aAttalo, salute.

In questo quinto libro, espongo proposizioni relative alle linee massime e minime [vale a dire le linee piu
lunghe e piu corte che si possano condurre da un punto dato ad una conica]. Ora, € I’ occasione per osservare
che coloro che sono vissuti primadi noi, o che vivono ai nostri giorni, non hanno affrontato lateoriadelle linee
minime che in un modo superficiale, e che, da alora, essi s sono limitati a dimostrare semplicemente quali
siano le rette che toccano le sezioni coniche, e, viceversa, quali sono le proprieta posseduta da tali rette, per il
fatto stesso che esse sono tangenti alle sezioni.

Per il resto, mi sono occupato delle tangenti nel primo libro, in cui le ho trattate in modo indipendente dalla
teoria delle linee minime. Tuttavia, nelle dimostrazioni relative a queste linee considerate in quanto si
rapportano ad un diametro qualunque d’' una sezione, avevo preso la decisione di osservare o stesso ordine che

ho seguito negli Elementi che ho pubblicato dapprima sulle tre sezioni. Ma, siccomeil caso s presentava sotto
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le spoglie di un numero indefinito, ho tentato semplicemente di mostrare, per il momento, cio che I’argomento
comporta, considerando gli assi, o diametri principali.

Inoltre, ho avuta grande cura nel separare e specificare le proposizioni relative alle linee minime seguendo il
loro genere, e le ho connesse a proposizioni relative allateoria delle linee massime, menzionata sopra.
D’atronde, questa materia & soprattutto indispensabile a coloro che s dedicano alla nostra scienza, non
solamente in vista dell’analisi e della discussione 1 dei problemi, ma ancora in vista della loro sintesi; senza

contare che questa materia € nel novero di quelle che sono degne d' essere apprezzate per il loro valore

intrinseco. Sta bene. »
Come s vede, il tono di questa dedica € piu sicuro e soprattutto piu geometrico. Non ci sono
riferimenti né alla competenza o al desiderio di essa da parte di Attalo, né riferimenti all’ utilita di

guanto s e scritto.

V.3.4.2. | contenuti del Libro V. Come esplicitato dalla lettera di dedica, in esso s raccolgono
problemi relativi alla linee di massimo e di minimo condotte alle coniche da un punto dato.
Supponendo dapprima che il punto dato sia Situato sull’asse di una sezione conica, Apollonio
risolve un gran numero di problemi con molta eleganza. In seguito estende le considerazioni ai
cas in cui il punto dato non sia sull’asse e cio lo porta a Proposizioni assai complesse, come ad
esempio avviene nella

«Proposizione V.42. Dato un punto qualunque al’interno o sulla conica [sulla periferia di una sezione conica]

e non situata sull’ asse, si pud condurre da questo punto una retta di minimo.»
nella quale, per determinare laretta di minimo che si pud condurre da un punto
situato al’interno della parabola, ma non sull’ asse, fa intervenire un’iperbole
equilaterale cui intersezioni con la parabola determinano i punti cercati.
| risultati di questo Libro, per la maggior parte, sono molto vicini, in modo
rilevante, alle teorie moderne sulle normali e binormali ed ai raggi di curvatura
della geometria differenziale delle curve (Jean Fréderic Fernet (1816 — 1900),
1847) ed dlateoria delle evolute, iniziata nel 1673 da Huygens. Chzilséiga?j nggf" ®

V.3.5. Il Libro VI. S tratta del Libro piu breve delle Coniche, in numero di Proposizioni, essendo
costituito da 33 Proposizioni, ma non per la lunghezza del testo (70 pagine). Ricompaiono in
guesto Libro delle definizioni esplicite che pongono le basi per I'uguaglianza e la similitudine
delle coniche, del loro segmenti, sfruttando le proprietadei coni di partenza.

Le ultime sei Proposizioni spiccano per I’ eleganza dimostrativa e tra esse, tre specificano come
Segare un cono retto assegnato, con un piano per ottenere, rispettivamente, una parabola, un’ellisse

ed un’iperbole di dimensioni assegnate, mentre le atre tre forniscono il modo di costruite un cono

1 testo arabo aveva conservato il termine , discussione, senza tradurlo in arabo. Lo stesso ha fatto Halley nella
traduzione latina.

- 274 -



Appunti di Geometria classicaA.A. 2005-2006 Carlo Marchini
Capitolo V — L’ operadi Apollonio di Perge.

retto simile ad uno assegnato, in modo da poter segare su essi, rispettivamente, parabola, ellisse ed

iperbole di dimensioni assegnate.

V.3.5.1. Ladedicadel Libro VI. Il Libro si apre con una breve dedica ad Attalo:
«Apollonio aAttalo, salute.

Ti invio il sesto libro delle Coniche. Esso comprende proposizioni relative alle sezioni coniche ed ai segmenti
di queste sezioni, uguali e disuguali, simili e dissimili, ed anche acune atre proposizioni che non sono state
affrontate dai nostri predecessori. Tu troverai, particolarmente in questo libro come, in un cono diritto
assegnato, bisogna tagliare una sezione uguale ad una sezione data e come bisogna costruire un cono che,
simile ad un cono dato, contenga una sezione conica data. Ho, del resto, trattato queste cose in un modo un po’

pit sviluppato e piu chiaro di coloro che hanno scritto prima di me su questi argomenti. Sta bene.»

Ladedica s mantiene ancora, come quelladel Libro precedente, su un piano geometrico.

V.3.5.2. Le definizioni del Libro VI. La scelta di introdurre una nuova serie di definizioni mostra
come il tema della smilitudine, presente gia negli Elementi di Euclide non possa essere
semplicemente trasferito alla considerazioni delle coniche. Puo sorprendere forse la presenza di
una definizione di uguaglianza, data tra |’atro mediante movimento, ma questo rientra forse
nell’esigenza di Apollonio di esplicitare in modo completo il nuovo ambiente di lavoro. Forse €
questa la definizione che piu rivela Apollonio, nel senso che dai predecessori nello studio delle
coniche poteva essere lasciato sottinteso tale concetto che, come si vedra € a primo posto nelle
nuove definizioni.

«Definizione VI.1. Sezioni coniche sono dette uguali, allorché I’ una puo essere applicata sopra |’ atrain modo
che esse coincidano dappertutto e non si incontrino reciprocamente; mentre quelle che non s comportano cosi
sono dette disuguali.

Definizione V1.2. D’ atra parte, noi diremo simili le sezioni nella quali, rette che sono state condotte in maniera
ordinata sull’asse di ciascuna di queste sezioni, ed avendo diviso ciascun asse in parti il cui numero € lo stesso
0 che hanno lo stesso rapporto tra loro, queste rette condotte in maniera ordinata sono rispettivamente
proporzionali alle parti dell’ asse che staccano a partire dal vertice. Le sezioni che non soddisfano a quanto
appena detto sono dette dissimili.

Definizione VI. 3. Chiameremo base di un segmento la retta che sottende un segmento di circonferenza o un
segmento di sezione conica.

Definizione VI.4. D’dtra parte chiameremo diametro di un segmento la retta che, incontrando delle rette
parallele alla base del segmento, le divide tutte in parti uguali.

Definizione VI.5. Chiameremo anche vertice di un segmento il punto della sezione per il quale passa il
diametro.

Definizione V1.6. Diremo che i segmenti sono uguali, alorché, possedendo basi uguali, un segmento pud
essere applicato sull’ altro, in modo che si incontrino reciprocamente in nessuna parte, ma che siano congruenti
ovunque. | segmenti che si comportano diversamente sono segmenti disuguali.

Definizione VI1.7. Chiameremo segmenti simili, quelli le cui basi formano angoli uguali con i diametri,

cosicché quelli nei quali, uno stesso numero di parallele condotte rispettivamente alle basi, e ciascuno dei
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diametri essendo diviso da queste parallele in parti rispettivamente proporzionali, i rapporti di queste parallele
edellebas alle parti staccate dei diametri a partire dal vertice sono rispettivamente le stesse.

Definizione V1.8. Diremo che una sezione conica é situata su un cono, o che un cono & avvolto da una sezione
conica, alorché questa sezione € interamente compresa nella superficie conica intercettata tra il vertice e la
base di un cono; oppure alorché questa superficie essendo prolungata a di sotto della base del cono, questa
sezione e interamente compresa nella parte di superficie individuata dalla base, o ancora quando questa sezione
ecompresain partein unaed in partein un’ altra superficie.

Definizione V1.9. Diremo che coni retti sono simili, alorchéi rapporti trai loro assi ei diametri delle loro basi
sono gli stessi.

Definizione V1.10. Infine designeremo con figura della sezione costruita sull’asse o su un diametro, il

rettangol o delimitato dall’ asse o dal diametro e dal lato diritto che gli corrisponde. »
Alcune parole di commento delle definizioni, alcune delle quali chiare e semplici, altre confuse e,
apparentemente inutili.
Nelle Def. VI.1 e VI.6, il testo francese dice, rispettivamente, «...] qu eles coincident partout e ne se
rencontrent pas mutuellement [...]», «...] qu'ils ne se rencontrent mutuellement nulle part, mais qu'ils soient
congruents partout.», alla lettera parla di sezioni o di segmenti che non si incontrano da nessuna
parte. Ora é da intendere il verbo ‘(se) rencontrer’ che va letto come avere un incrocio, come le
strade o segarsi mutuamente. La traduzione con intersecarsi hon va bene, perché qui non si sta
utilizzando un codice insiemistico, in quanto I'uguaglianza (per sovrapposizione) porta
allaidentificazione dell’intersezione con le due figure stesse. Bisognerebbe forse tradurre,
‘tagliarsi reciprocamente’ o ‘incrociars’. Interessante anche il cambio di verbo, da una parte
coincidere, cadere assieme, dall’altra essere congruenti. Cio forse per una possibile minore
strutturazione delle sezioni, rispetto ai segmenti.
Il modo di definire la similitudine dei segmenti lascia un poco sbalorditi, sembra quasi che
Apollonio veda (in modo discreto) le ordinate (visione che sara propria di Leibniz), elevate su una
suddivisione (discreta) delle ascisse. Nella Def. V1.2, dice «diviso ciascun asse in parti il cui numero &lo
stesso o che hanno |o stesso rapporto traloro» e sembra avere assonanze con |’ Archimede del Metodo sui
teoremi meccanici.
Veramente strana la Def. V1.8. di queste coniche che sono su un cono o abbracciano, il francese
usa «embrassé» che perd potrebbe essere tradotto come ‘baciano’ o con termine geometrico colto
‘osculano’. La definizione sembra dire ben poco, una sortadi proprieta inversa della definizione di
sezione: dato un cono lo s taglia con un piano e si ottiene una sezione conica, data una sezione

conicasi vuole che sia su un cono, mache sia‘avvinghiata® ad esso.

V.3.6. Il Libro VII. Con questo termina il testo che |’ antichita ci ha trasmesso in modo abbastanza

completo, restandoci solo frammenti e commenti del Libro VIII.
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V.3.6.1. La dedica ad Attalo. S tratta di una dedica breve, macon spunti interessanti.

«Apollonio aAttalo, salute.

Ti invio, con I"accompagnamento di queste parole, il settimo libro sulle sezioni coniche. Questo libro contiene
molte proposizioni nuove relative ai diametri delle sezioni e alle figure [rettangoli caratteristici] costruiti su
questi diametri. Tutte queste proposizioni hanno la loro utilita in numerose categorie di problemi, e
principa mente nelle discussioni di questi problemi. Gli esempi di questa utilita s presenteranno, d’ atronde,
frequentemente nei problemi sulle sezioni coniche che ho risolto e dimostrato nell’ottavo libro, il quale

costituisce, per cosi dire, il seguito di questo libro e che avro cura di farti pervenireil pitu presto possibile. Sta
bene.»
Ritorna, in questo biglietto di accompagnamento, il tema dell’utilita, forse per non dare
I’impressione di un’ eccessiva teoreticita, al suo sponsor politico.
C e I’ affermazione chiara che si tratta di proprieta che vengono esposte e dimostrate per la prima
volta, quindi una parte originale di mano di Apollonio e non solo la‘sistemazione’ di proprieta di
altri.
Infine il legame stretto traii Libri VII e VIII, essendo I’ ultimo una sorta di eserciziario, contenente

problemi riconducibili al precedente.

V.3.6.2. | contenuti del Libro VII. Il Libro espone in 51 Proposizioni e in cento pagine lateoriadel
diametri coniugati. Si tratta di una trattazione elegante contenente molti importanti risultati. Ne
SONOo esempio |e seguenti
«Proposizione VI1.12. In ogni ellisse, la somma dei quadrati di due diametri coniugati qualunque € uguae ala
sommadel quadrati degli assi.»
«Proposizione VI1.13. In ogni iperbole, la differenza dei quadrati degli assi & uguale alla differenza di due
diametri coniugati qualunque della sezione.»

L e tecniche dimostrative sono le solite, con |"intervento del parametro e delle coordinate.

V.3.7. Apollonio e la Geometria Classica. Dopo |’ esame svolto in breve del testo di Apollonio,
vale a pena di tratte alcune conclusioni sul suo contributo alla Geometria e sulle tecniche
dimostrative da lui messe a punto.

Il suo quas ‘pudore’ a considerare una figura classica per eccellenza, quale il cerchio, tra le
coniche, la dice lunga sulla considerazione che aveva della Geometria ‘classica, cioe quella che
oggi identifichiamo con la Geometria euclidea. Molti dei suoi risultati sulle secanti e le tangenti ad
una conica ammiccano ad analoghi risultati per secanti e tangenti al cerchio, mostrando come si
possano generalizzare i risultati vecchi a nuovo ambito, di fatto conducendo un’analisi di tipo
fondazionale ed evidenziare i motivi di continuitatra coniche e cerchio.

Sicuramente Apollonio & un grande utilizzatore dei risultati di Algebra geometrica che si trovano

nel trattato di Euclide, molto di piu di quanto non faccia Archimede, tanto da dare I’ impressione di
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non uscire dall’aveo della tradizione euclidea Ma il suo punto di forza e I’introduzione
geometrica delle coordinate e dei parametri, strumenti utilizzati in quasi tutte le dimostrazioni,
seppure come punto di partenza per poi muoversi nell’ ambito delle proporzioni.

Anche il suo rifiuto per il ‘numero’, cosi presente in Archimede, dice che si e ritornati ad un

passato, mostrando pero come questo abbiain séi germi del futuro.

V.3.8. La Geometria dopo Apollonio. Con Apollonio non termina la tradizione geometrica in
ambito greco. Sono infatti numerosi e importanti gli studiosi che si occupano ed i cui homi sono

stati piu volte citati, specialmente
- Erone (10 — 75) meccanico, noto per alcuni suoi studi sugli ingranaggi, per avere costruito
delle turbine a vapore, ma anche per trattati di Geometria, ad esempio Metrica in cui si trova

il cosiddetto Teorema di Erone che esprime I'area di un triangolo una volta noti i lati:

A:\/ a+tb+c b+c-a a+c-b a+b-c
2 2 2 2

- Menelao di Alessandria (70 -130), vissuto a Roma, che sottopose il testo di Euclide ad una
revisione per espungere le dimostrazioni per assurdo. Nella sua opera maggiore, Serica,
studia i triangoli sferici, precorrendo cosi acuni
risultati di Tolomeo. In essa presenta anche
guello che € noto con nome di Teorema di
Menelao: se una retta incontra due lati di un
triangolo e il prolungamento del terzo, alora il
prodotto dei rapporti dei segmenti in cui sono
divis i lati é costante ed uguale a 1. Di tale

risultato Menelao offre anche una versione relativa ai triangoli sferici.

- Tolomeo dedica la sua opera maggiore Compilazione matematica, piu
nota col nome arabo di Almagesto, traduzione araba di Grande
compilazione, alo studio dell’ Astronomia. E' un trattato suddiviso in 13
Libri dedicati alla teoria matematica dei moti del Sole, della Luna e dei
Pianeti. In esso Tolomeo da contributi matematici importanti ala
Geometria, ‘inventando’ la trigonometria sferica e poi quella piana. C'a?géojl‘gg)meo
Introduce un nuovo ente che chiama corda, di cui studia le proprieta,
giungendo alle formule che oggi diremmo di addizione e sottrazione dei seni. Il rapporto tra

corda(2a)

corda e seno e dato dallaformula Sin(a) = 120

-278-



Chpiolo v - operad Apaloio d Pige, caroMaen
Dal punto di vista matematico sono importanti anche le sue opere Tavole utili, testo ricavato
dall’ Aimagesto, in cui riportale funzioni goniometriche ei loro valori con I’ uso consapevole
dell’interpolazione lineare, Analemma, sui triangoli sferici e Planisferio, sulla tecnica delle
proiezioni stereografiche, che aprono la strada alla Topologia differenziale.

- Pappo, quello ritenuto I’ ultimo geometra greco, che tra le sue opere di commento a quanto
fatto da altri matematici e raccoglie in un’opera di 8 libri, Collezione matematica, scritti di
altri e suoi. Si tratta di un’antologia, di cui purtroppo non ci sono stati conservati alcuni libri,
dedicata allo scibile matematico del tempo. | primi due Libri, quasi integralmente perduti,
trattavano di Aritmetica (uno coi numeri piccoli ed uno coi numeri grandi, introdotti da
Archimede). Il Libro Il si occupa di Geometria dei solidi platonici e di alcuni interessanti
paradossi geometrici che dice di avere desunto da opere precedenti. Il Libro IV ha per
oggetto spirali, quadratura del cerchio e metodi di trisezione dell’angolo. Il Libro V ha un

soggetto curioso: la matematica degli alveari e poi tratta anche dei
cosiddetti 13 poliedri semiregolari cioé poliedri ottenuti con facce piane
date da due tipi diversi di poligoni regolari, oppure con facce date da
poligoni uguali ma che non concorrono nei vertici nello

Blai se Pascal stesso numero. | successivi Libri VI e VII raccolgono

(1623 - 1662) scritti anche di altri autori. Nel Libro VII sono pero
raccolti i risultati originali piu interessanti di Pappo, il cosiddetto problema
di Pappo, che afferma che se i vertici di un esagono s trovano su Paul Guldin
alternativamente su due rette, allora le diagonali dell’ esagono si incontrano (1577 - 1643)
in tre punti allineati. Tale risultato fu approfondito da Cartesio, Newton e Pascal ed oggi
ritenuto un punto fondamentale della Geometria proiettiva. In questo Libro Pappo presenta
guello che é divenuto noto col nome di Teorema di Guldino, vale a dire che il volume di un
solido di rotazione si pud calcolare considerando I'area della figura che s fa ruotare
moltiplicata per la circonferenza descritta nella rotazione della figura dal suo baricentro. Si
deve inoltre a Pappo lo studio di proprietafocali dell’ ellisse.

- Antemio di Tralles (474-534) fu I’ architetto che costrui a
Costantinopoli la Chiesa di Santa Sofia, nelle forme che
vediamo ancora oggi. Di lui, ultimo epigono della
Geometria greca sono noti gli studi sulla descrizione
dell’ ellisse e della parabola mediante fuochi e direttrice. Santa Sofia - Sezione

Molti atri sono noti e sono stati citati, ma per lo piu laloro & un’ opera di commento e di chiosa a

scritti atrui.
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La Geometria pero rimane ‘greca’ non s hanno infatti scritti matematici di rilievo in lingua latina,
quasi cheil greco solo avesse il lessico e la duttilita necessaria.
Da questo elenco (incompleto) di cio che accade dopo Apollonio, é rimasto escluso il grande

matematico Diofanto (200 — 284) perché la sua opera Aritmetica, ha poco a che fare con il
contenuto geometrico di questo corso.
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